
345 

 

BÖLÜM 16 

BELİRLİ İNTEGRALİN UYGULAMALARI 

Bu bölümde, belirli integralin uygulamaları ba`lı�ı altında bir e�ri altında kalan alan hesabı, 

iki e�ri arasında kalan alan hesabı, dönel cisimlerin hacmi, dönel yüzeylerin yanal alanı, yay 

uzunlu�u, a�ırlık ve kütle merkezi, ortalama ve etkin de�er gibi  konular ele alınacak  ve  bu 

konulara ait örnekler çözülecektir. 

16.1. Bir E�ri Altında Kalan Alan Hesabı  

16.1.1.  y = f(x) e�risi, x – ekseni, x = a ve x = b do�ruları ile sınırlı bölgenin alanı 

y = f(x) e�risi, x – ekseni, x = a ve x = b do�ruları ile sınırlı bölgenin alanı a`a�ıdaki gibi 

olsun. (_ekil –16.1) 

 

_ekil.16.1 

f(x), [a,b]  aralı�ında  pozitif olsun (_ekil 16.1).   A = A(x) fonksiyonu x=a9dan  x=b9ye 

kadar alanı temsil ederken A  ise  x ile x+x arasındaki alanı ifade eder. Buna göre; 

y.x ó A ó (y+y).x 

oldu�u açıktır . Bu son ifadeyi x ile bölersek; 

Δyy
Δx
ΔA

y +óó  

elde edilir. Bu e`itsizlik, A alanının x9e göre de�i`im oranının y ile y+y arasında oldu�unu 

gösterir. 0Δy0,Δx →→     için; 
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dx

dA

Δx
ΔA

Lim
0Δx

=
→

 ve burada e`itsizlik; y
dx

dA
y óó  olur.  

Böylece   dxydA
dx

dA
y .==     ve  buradan her iki tarafın integrali alınarak; 

 dA= ydx  A=  y.dx veya A=  f(x)dx       olarak  elde edilir. 

A =  f(x) dx  iken      A=F(x)+c     olur. 

Burada ;  f (x) = F9(x) olup x = a, A = 0  iken  c = - F(a) bulunur.  

Bu de�er,  A=F(x)+c  ifadesinde yerine yazılırsa; 

A = F (x) - F (a) 

alan fonksiyonu elde edilir. Bu son ifadede, x = b alınırsa y = f(x) e�risi x = a, x = b do�ruları 

ve x-ekseni arasında kalan alan; 

A = F(b) – F(a)     olarak bulunur. 

Böylece, y = f(x)  e�risi,  x = a, x= b  do�ruları  ve  x- ekseni  ile  sınırlı bölgenin 
alanı    _ekil.16.29dende görüldü�ü gibi dikdörtgen `eklindeki dA elamanlarının toplamının 

bir Limiti olarak belirli integralle a`a�ıdaki gibi ifade edilir. 

 

_ekil 16.2 

_ekilde, dA alan elamanı y- yüksekli�ine ve dx- geni`li�ine sahip olan bir 

dikdörtgendir.Buna göre; dA = y.dx = f (x).dx 

olarak bulunur. Buradan,  bu  son  ifadenin her iki  tarafının integrali alınarak dA alan 

elamanlarının toplamının limiti olan  A  alanı x = a9dan x = b9ye kadar belirli integral 

yardımıyla; 

∫ ∫
 b        

a    

  b        

a   

f(x)dx   =ydx =A  olarak elde edilir. Bunu basit bir örnek ile açıklayalım. 
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Örnek.16.1:  y=x2+1 e�risi x=1, x=2 do�ruları ve x-ekseni  ile  sınırlı  bölgenin  alanını 

bulunuz. 

 

 

        _ekil. 16.3 

Çözüm.16.1:  _ekil-16.39deki taralı bölge 

y=x2+1 e�risi, x-ekseni, x=1, x=2 do�ruları ile 

sınırlı bölgenin alanını göstermektedir. Bu sınırlı 

alan dA alan elemanlarının toplamına e`it 

olaca�ından bu toplamı;A = dA = (x2+1)dx  ile 

bulabiliriz. Böylece x-ekseni do�rultusundaki 

elemanların x =19den x =29ye kadar olan 

toplamı; 

2

3

3

10
1

3

1
2

3

2

3
1

33

2

1

2

1

2

br

x
x
(dx).x(A

=÷
÷
ø

ö
÷
÷
ø

ö
+−÷

÷
ø

ö
÷
÷
ø

ö
+=

+=+= 

 

olarak elde edilir. 

16.1.2. x = g(y) e�risi, y-ekseni y = a, y = b do�ruları ile sınırlı bölgenin alan hesabı  

_ekil        

_ekil.16..4 

Yandaki `ekil x = g(y) e�risi, y-ekseni, y = a 

ve y = b do�ruları ile sınırlı bölgenin alanını 

göstermektedir (_ekil 16.4). x = g(y) e�risi 

üzerindeki (x,y) noktasından x yüksekli�i ve 

dy geni`li�ine sahip yatay alan elemanını bir 

dikdörtgen olarak alalım. Bu dikdörtgen 

elemanın alanına dA diyelim. Böylece 

toplam alan, dA elemanlarının toplamının 

Limiti olarak integral yardımıyla; 

 

A= dA =  xdy olarak elde edilir. Böylece x =g(y) e�risi y = a, y = b do�ruları ve y-ekseni ile 

sınırlı bölgenin alanı; 

olur.∫ ∫    g(y).dy   =x.dy=A

b     

a

b    

a  
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Örnek.16.2: y = x2+1 e�risi y-ekseni, y = 2, y = 5 do�ruları ile sınırlı bölgenin alanını 

bulunuz. 

Cevap 16.2 Yandaki `ekil, y = x2+1 e�risi y-

ekseni  

y = 2, y = 5 do�ruları ile sınırlı bölgeyi 

göstermek üzere bu alan dA yatay alan 

elemanlarının toplamının bir limiti olarak;

edilir. lde  exdyAxdydA

b

a

==
 

Buna göre; 

 
A = xdy

2

5

ò = y - 1dy
2

5

ò
 

=
2

3
y - 1( )

3
2   

2

5

 

( ) ( )    olur. br
3
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16.2. 1ki E�ri Arasinda Kalan Alan Hesabi 
16.2.1. y1=f(x), y2=g(x) e�rileri ile x=a, x=b Do�ruları Arasında Kalan Alanın Hesabı 

 

Yandaki `ekil y1=f(x), y2=g(x) e�rileri x=a, 

x=b do�ruları ile sınırlı alanı göstersin. (_ekil 

16.6) Burada, bu sınırlı alanı (A) bulmak için 

küçük bir alan elamanını dikdörtgen olarak 

alalım ve bu elemana dA diyelim . Buna 

göre, dA, yüksekli�i y1-y2 ve geni`li�i dx 

olan bir dikdörtgen olup bu dikdörtgen 

elemanın dA alanı ; 

         _ekil. 16.6 

dA=(y1 - y2)dx = [f (x) – g (x)]dx ………….(*)  
 

olur. Burada, A, bir bölgenin alanı oldu�undan pozitif olmak zorundadır. Negatif çıkması ise 

f(x ) - g (x ) yerine g (x ) –f (x ) olması ile ortaya çıkar. Böylece (*) ifadesinin her iki yanının 

integrali alınırsa x=a , x=b sınırları için; 

( ) ( ) −=−=
b

a

b

a
21 .dxg(x)f(x).dxyyA olur. 

 

_ekil. 16.5 
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Örnek.16.3 :  y=x2+2 ile y=2x- x2 e�rileri ve x=0, x=2 do�ruları tarafından sınırlanan 

bölgenin alanını bulunuz. 

Çözüm.16.3 :  y=x2+2 ile y=2x- x2 e�rileri ve x=0, x=2 do�ruları tarafından sınırlanan 

bölgenin alanı a`a�ıdaki `ekilde verilmi`tir.(_ekil 16.7) Buna göre istenilen alan ; 

 

                      _ekil 16.7 

 
A = y

1
- y

2( )dx
a

b

ò  

 
= x2

+ 2éë ùû - 2x - x2éë ùû( )dx
0

2

ò  

 
= 2x2

- 2x + 2( )dx
0

2

ò  

2

2

0

23

3

16
2

3

2
brxxx =úû

ù
÷
ø
ö +−=

  

olarak bulunur.

 

Örnek.16.4 :  y=x2-1 ile y=-x2+1 e�rileri arasında kalan alanı bulunuz. 

Çözüm.16.4 :   Bu örnekte sınırlar verilmedi�i için integral sınırlarının hangi x9ler için 

oldu�unu bulmamız gerekir. _imdi bu e�rilerin grafi�ini çizelim. (_ekil.16.8)

 

_ekil.16.8 

y=y    ise  x2-1=-x2+1 

2x2-2=0 ise x2-1=0  ve x=ñ1 olur. 

Böylece x= -1 8den x=+1 8e kadar olan alan; 

 dxxxdxyyA  
−−

−−+−=−=
1

1

22

1

1

21 )1()1()(

 11

2 3 2

-11

2 8
(-2x + 2)dx = - x + 2x br

3 3−

ö ù= =÷ úø û olarak 

bulunur. 
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Örnek.16.5:  y=x2-4 e�risi x=1, x=3 do�ruları ve x-ekseni ile sınırlı bölgenin alanını bulunuz. 

Çözüm.16.5: _ekilde görüldü�ü gibi istenilen alan A1 ve A2 olmak üzere iki alanın 

toplamından ibarettir. (_ekil 16.9) Bu alanların toplamı belirli integralin özelliklerinden ; 

 

             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                

 ( )ba,  ∈c(x)dx  (x)dx=(x)dx   +
c

a

b

c

b

a

fff  

                                  yardımıyla bulunur. Buradan fonksiyonun x-eksenini                        

     kesti�i nokta; x2-4 = 0  x=2 olur. 

                                     Böylece istenilen alan; 

   
_ekil.16.9

                    −+−=+=
3

2

2

1
21  AAA dx)yy(dx)yy( 2121

 
yardımıyla;
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x
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= 4br

2  

elde edilir. 

16.2.2.  x1=g(y), x2 = h(y) e�rileri ile y=a, y=b Do�ruları Arasında Kalan Bölgenin Alanı 

x1=g(y), x2 = h(y) e�rileri y=a, y=b do�ruları ile sınırlı bölgenin alanını göz önüne alalım. 

(_ekil. 16.10) _ekilde iki e�ri arasında kalan alana A diyelim. Buna göre, geni`li�i dy ve 

yüksekli�i g (y) – h (y) olan dA küçük alan elamanını göz önüne alalım.  

 

_ekil.16.10 

Buradan;dA = [g(y)-h(y)]dy   bulunur.Her iki tarafın integrali alınırsa  y = a, y = b sınırları 

itibarıyla dA alan elamanlarının toplamının limiti olarak istenilen sınırlı bölgenin alanı ; 

( ) ( ) ( ) dy.yhygdy.xx
b

a
21

a
−=− 

b
 =A olarak elde edilir. 
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Örnek.16.6:   ile 2x3yx3y == e�rileri arasında kalan sınırlı bölgenin alanını bulalım. 

Çözüm.16.6: Öncelikle bu e�rilerin grafi�i çizilir ve x ile y9nin sınırları 

belirlenir.(_ekil.16.11) Buna göre; 

 için                     10,x  x 

için                                   

21 31099

0033

22

4

11

2

=====−

====

yxxx

yxxxyy

.

 

Yandaki `ekilde görüldü�ü gibi istenilen alan hem x9in sınırlarına göre hemde y9nin 

sınırlarına göre çözülebilir. Böylece;
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dersek; 
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  olarak bulunur. 
 

 

_ekil.16.11 

Örnek.16.7: y2 = 2x e�risi ile y=x-4 do�rusu arasında kalan sınırlı bölgenin alanını bulalım. 

Çözüm.16.7: Bu fonksiyonların grafiklerini çizip istenilen alanı ve buna ba�lı olarak x veya 

y9ye ba�lı sınırlarımızı bulalım. (_ekil.16.12) ( ) −=
b

a
21 dyxxA  idi. Böylece; 

 

_ekil.16.12 

edilir.  eldeolarak     4y2,y

082yy;buradan     4y
2

y
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bulunur. 

Not: E�er problemimiz hem x9in sınırlarına göre hemde y9nin sınırlarına göre ifade 

edilebiliyorsa bunlardan birisi kullanılarak yukarıdaki çözüme gidilir. x9in sınırları söz konusu 

oldu�unda e�riden a`a�ıdaki e�ri çıkarılarak integral alınırken y9nin sınırları söz konusu 

oldu�unda sa�daki e�riden soldaki e�ri çıkarılarak integral alınıp istenen alan aynı olarak 

bulunur.  
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Örnek.16.8: y = Sin 2x e�risi , x = 0 , ý = 2�3   ,  y = 0 do�ruları  ile sınırlı alanı bulunuz. 

Çözüm.16.8:  E�ri  [0 , 2�3 ] aralı�ında  x eksenini   x=�2 de kesti�i için istenen alan iki 

parçalıdır.(_ekil 16.13) 

S= ∫ þ. Ăý2�/30 = ∫   ÿÿĀ2ý. Ăý2�/30 = ∫ ÿÿĀ2ý. Ăý�/20  + ∫ ÿÿĀ2ý. Ăý2�/3�/2  

= ∫ ÿÿĀ2ý. Ăý�/20  + ∫ (2ÿÿĀ2ý)Ăý =  2 12 �āĀ 2ý]0�/2 + 12 �āĀ 2ý]� 2⁄2� 3⁄2�/3�/2  

= -
12(Cos � 2 Cos 0)+

12 (Cos 4�3 2 Cos �) = 2 12 (21 2 1) + 12 (2 12 + 1) = 54 Āÿ2 

bulunur. 

 

_ekil 16.13 

Örnek.16.9:  þ = Tan ý ,x = 0 ,  y = 1 ile sınırlı alanı bulunuz. 

Çözüm.16.9: 1stenen alan  y  ekseniyle sınırlı oldu�undan yakla`ım dikdörtgenini yatay 

olarak alalım.( _ekil 16.14). 

 A=∫ |ý|Ăþ =  ∫ �ÿāāÿĀþĂþ1010  

Buradan kısmi integral ile; 

 A = þ�ÿāāÿĀþ]01 2 ∫ þ 11+þ2 Ăþ10  

 = þ�ÿāāÿĀþ 2 12 ln(1 + þ2)]01 

 = �4 2 12 ln 2 = �4 2 ln :2 

bulunur. 

 

            
_ekil.16.14 
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Not:   Aynı alan, yakla`ım dikdörtgeni dü`ey alınarak(_ekil.16.15) 

 A = ∫ |þ1 2 þ2|Ăý�/40  

 A= ∫ (1 2 ĀÿĀý)Ăý�/40  

 A = ý + ln| �āĀý|]0�4         A = (�4 + ln | �āĀ �4|) 2 (0 + ln| �āĀ0|) 

           A=(�4 + ln 1:2) 2 (0) = �4 2 ln :2 

       `eklinde de bulanabilir. 
_ekil.16.15 

 

Örnek.16.10: þ = x2 2 3x + 2  ile þ = 2ý2 + 2ý e�rileri arasındaki alanı bulunuz. 

Çözüm.16.10:  Önce denklemlerin ortak çözümü ile e�rilerin kesim notlarının apsislerini 

bulalım.(_ekil.16.16) 

 

_ekil.16.16 {þ = ý2 2 3ý + 2þ = 2ý2 + 2ý  ý2 2 3ý + 2 = 2ý2 + 2ý 

 2ý2 2 5ý + 2 = 0 → ý = 12 ⋁  ý = 2  bulunur.Buna göre ; 

� = ∫ |þ1 2 þ2| Ăý =  ∫ [[(2ý2 + 2ý) 2 (ý2 2 3ý + 2)]Ăý = ∫ (22ý2 + 5ý 2 2)Ăý2
1/2

2
1/2

2
1/2  

 = 2 23 ý3 + 52 ý2 2 2ý]1/22 = (2 163 + 10 2 4) 2 (2 112 + 58 2 1) 

 = 23 + 1124 = 98 Āÿ2 bulunur. 
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Örnek.16.11:  þ = 2ý , þ = 22ý , ý = 1   ile sınırlı alanı bulunuz. 

Çözüm.16.11:  � = ∫ | þ110 2 þ2|. Ăý idi.  

 þ = 2ý, þ = 22ý , ý = 1   ile sınırlı alan a`a�ıdaki gibidir. (_ekil.16.17)   � = ∫ (2ý 2 22ý)Ăý1
0  

= 2ýln 2 + 22ýln 2]0
1 = 1ln 2 [(2 + 221) 2 (20 + 20)]
= 1ln 2 [2 + 12 2 2] = 12 ln 2= 1ln 4   olarak bulunur. 

_ekil.16.17 

Örnek.16.12:  ý2 + þ2 = 16  çemberi ile þ2 = 12(ý 2 1) parabolü arasındaki alanı bulunuz. 

Çözüm.16.12: { ý2 + þ2 = 16þ2 = 12(ý 2 1) 

Ortak çözümünden ý2 + 12(ý 2 1) = 16 ve  ý2 + 12ý 2 28 = 0 

 ý = 2 ⋁ ý = 214   bulunur. ý = 2       için   þ2 = 12       ve    þ = ±2:3 ý = 214   için  þ2 = 2180  ve    þℝ dir.Buna göre çemberle parabol (2; 2:3)  ve  (2; 22:3) noktalarında kesi`irler  (_ekil.16.18). 

1stenen alanın x eksenine göre simetrik oldu�u da 

gözönüne alınarak:    � = 2 ∫ |ý1 2 ý2 |. Ăþ2:3
0  

= 2 ∫ [√16 2 þ2 2 ( 112 þ2 + 1)] Ăþ2:3
0                        

= 2 [þ2 √16 2 þ2 + 8  �ÿāĀÿĀ þ4 2 136 þ3 2 þ]0
2:3

 

_ekil.16.18 

                                                                 = 2 [(:3 .  :4 + 8 �ÿāĀÿĀ :32 2 2:33 2 2:3) 2 (0)]                                                   = 16�3 2 4:33 = 43 (4� 2 :3)  bulunur. 
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Örnek.16.13:  Hareketli bir cismin hız denklemi ă = ā2 2 3ā dir.Cismin [0 , 4] zaman 

aralı�ında aldı�ı toplam yolu bulunuz. 

Çözüm.16.13:  Hız – zaman grafi�i _ekil.16.199da çizilmi`tir.Buna göre cismin hızı  (0 , 3) 

zaman aralı�ında negatif, (3 , 4) zaman aralı�ında pozitiftir. Bu nedenle cismin (0 , 3) zaman 

aralı�ında negatif yönde (geriye do�ru),  (3 , 4) zaman aralı�ında pozitif yönde (ileriye do�ru) 

gider. 

 

     _ekil.16.19 

Cismin aldı�ı toplam yol ise `ekildeki taralı alanlar toplamı kadar olur.Buna göre 

 Ā = ∫ |ă| .  Ăā = 2 ∫ (ā2 2 3ā) . Ăā + ∫ (ā2 2 3ā)Ăā433040  

 = 2 (�33 2 3�22 )]03 + (�33 2 3�22 )]3
4
 

 = 2 (9 2 272 ) 2 (0) + (643 2 24) 2 (9 2 272 ) = 193   bulunur. 

16.3.  Dönel Cisimlerin Hacminin Bulunması 

Belirli integralin uygulamaları sadece bir e�ri altında kalan alan veya iki e�ri arasında kalan 

alanı bulmaktan ibaret de�ildir. Bu nedenle bu ve takip eden bölümlerde bir e�rinin bir do�ru 

veya bir eksen etrafında dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi, dönel yüzeylerin alanı, yay 

uzunlu�u ve bunun yanısıra bir fonksiyonun efektif (etkin) de�erini ve ortalama de�erini ele 

alaca�ız.Sınırlı bir bölgenin bir eksen veya bir do�ru etrafında dönmesiyle olu`an cisme dönel 

cisim denir. Sınırlı bir bölgenin alanı söz konusu iken bir dönel cismin hacmi söz konusu olur. 

Bu hacim hesaplanırken iki yöntem uygulanır. 
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16.3.1. Disk Yöntemi:     y = f(x) e�risi, x-ekseni ile x = a ve x = b do�ruları ile sınırlı alanın  

 

                                               _ekil 16.20 

x-ekseni etrafında döndürülmesiyle 

olu`an hacmi göz önüne alalım 

(_ekil 16.20). Buna göre, V hacim 

elamanını göstermek üzere bu 

elemanı bulmaya çalı`alım. _ekilde 

görüldü�ü gibi dV hacim elemanı 

bir disktir ve geni`li�i dx9dir. Disk 

bir dairesel silindir olup y yarıçapı 

ve dx yüksekli�ine sahiptir. 

 Buna göre; 

dV= ð.y2dx … .  . .     …. (*) 

olarak bulunur. Böylece, V hacmi dV dairesel disklerinin hacimleri toplamının limitidir. Yani, 

x = a9dan x = b9ye kadar dV dairesel disklerinin toplamının limiti (*) ifadesinin her iki 
yanının integralinin alınmasıyla; 


b

a

2

b

a

2 dx[f(x)]π=dxyπ=V  

olarak elde edilir.Benzer `ekilde, x = g(y) e�risi , y-ekseni, y = a ve y = b do�ruları ile sınırlı 

bölgenin y-ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi `u `ekilde bulunur. 

 

                                    _ekil.16.21 

Yandaki `ekil x=g(y) e�risi, y-ekseni, y=a 

y=b do�ruları ile sınırlı bölgeyi 

göstermektedir (_ekil-16.21). Bu alanın y-

ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel 

cismin hacmine V diyelim.Bu cismi 

olu`turan dV hacim elamanlarının herbiri 

dairesel disktir ve bu diskin geni`li�i y9nin 

diferansiyeli dy9dir. Buradaki diskler dairesel 

silindir olup yarıçapları x, yükseklikleri dy 

olup dV hacim elemanı; 

dV=ðx2dy……………………………….(*) 

olur. 
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V hacim elemanı ise dV dairesel disklerinin hacimlerinin toplamının bir limiti olup (*) 

ifadesinin her iki yanının integrali alınıp y=a9dan y=b9ye kadar olu`an hacim elemanı;

 =
b

a

dy2g(y) π
b

a

dy2xπ=V

 

olarak bulunur. 

Örnek.16.14: y = x2 e�risi y = 0,  x = 2 do�ruları ile sınırlı bölgenin alanının x-ekseni 

etrafında döndürülmesiyle olu`an hacim nedir? 

Çözüm.16.14: 1lk önce sınırlı bölgemizin x- ekseni etrafında dönmesiyle olu`an hacmi göz  

 

                              _ekil.16.22 

önüne alalım (_ekil 16.22). Bir sınırlı 

bölgenin x-ekseni etrafında dönmesiyle 

olu`an hacmi Vx ile gösterirsek; 

3

2

0

5

2

0

2

0

42

5

32

5

br

x

dxxdxyVx

ð

ð

ðð

=

ú
û

ù
÷÷
ø

ö
=

 ==

 

olur. 

16.3.2.  Shell (Kabuk)(Tabaka) Yöntemi 

Disk metodunda yukarıda gördü�ümüz gibi sınırlı bir alanın bir eksen etrafında dönmesiyle 

olu`an cismin hacmini bulmak için bazen disk yerine ince zarlı bir kabuk (shell) kullanmak 

daha kolaydır.(_ekil.16.23) 

h

r

dr

dr.h.r.dV π2=

 

                                                                                        _ekil.16.23 

Burada, dV hacim elemanı yarıçapı r, yüksekli�i h ve kalınlı�ı dr olan ince zarlı bir silindirik 

kabuktur. Böylece, dV hacim elemanlarının toplamının limiti r=a , r=b sınırları itibarı ile; 

Ă� = 2� ∫ ÿ/ĂÿĀ
ÿ   olur. 
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Bu hacim yukarıdaki _ekil görüldü�ü gibi yükseklik boyunca dairesel dik silindirdir. (_ekil 

16.23) Bu tabakanın uzunlu�u kabu�un çevresine e`ittir. Burada, r, kabu�un yarıçapıdır. 

Tabakanın h yüksekli�i e�riye ba�lıdır ve sınırlı alan döndü�ünde buna ba�lı olarak dr veya 

dy seçilir. Buna göre, dV hacim hacim elemanı; 

dV=2ð.r.h.dr 

`eklindedir. h yüksekli�i, r  yarıçapı ve dr kalınlı�ı dönme ekseni ve döndürülmü` alana 

ba�lıdır. Yani h,r ve dr de�erleri her bir problem için belirlenmek zorundadır. 

Örnek.16.15 :  ,,   0x2yxy === e�rileri ile sınırlı bölgenin hacmi nedir. 

Çözüm.16.15: _eklimizdende görüldü�ü gibi burada; 

r  = y 

       h  = x 

     dr = dy olur.Buna göre, dV hacim elemanı;      

dV=2ðrhdr=2ð(y).(x).dy=2ðy.y2dy=2ðy3dy 

ve buradan;

 
3

2

0

4
2

0

2

0

3 brπ8
4

yπ2dyyπ2dVV =ú
û

ù
÷÷
ø

ö
===  

 

_ekil.16.24         olarak bulunur. 

Örnek.16.16: y=x2 e�risi x=0, y=1 do�ruları ve y-ekseni ile sınırlı bölgenin y – ekseni 

etrafında dönmesi ile olu`an hacmi; 

a) Shell Yöntemi    b)Disk Yöntemi yardımıyla bulunuz. 

Çözüm.16.16: i) Problemimizi shell metodu ile çözelim. Öncelikle bunun için `eklimizi 

çizelim.(_ekil 16.25) Shell metodunda;  

h  = 1-y ve  r  = xdr = dx de�erleri dV hacim 

elemanında yerine yazılırsa; 

dV=2ðrhdr=2ð.x.(1-y)dx =2ð(x).(1-x2)dx 

olur. Buna göre V hacmi;

 

1
2b 12 3

a 0
0

y
V x dy ydy br

2 2

ö ù ð
= ð = ð = ð =÷ ú÷ úø û
   

                        _ekil.16.25      

xy =
y=2
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3

2

0

2

2

24

.

br
y

dyydyxV
b

a

b

a
y

ðð

ðð

==

==

ii) Disk yöntemi: Aynı problemin `eklini disk yöntemi için çizelim. (_ekil-16.19)

y=1

y=x2

 

_ekil.16.26 

Örnek.16.17: 

 bulunuz. kullanarakmetodunu  shell hacmi

oluşan dönmesiyle etrafında ekseni-bölgenin x sınırlı ile 0 x ve2y,xy ===
 

Çözüm.16.17: 

xy =

h=x

r=y

dr=dy

 

_ekil.16.27 

_ekil-16.279de görüldü�ü gibi xy = , y=2 ve x=0 ile sınırlanan bölgenin x-ekseni etrafında 

dönmesiyle elde edilen cisme r=y ile yarıçapı, h=x ile yüksekli�i ve dr=dy alalım . Hacim 

elemanını bulmak için yukarıdaki de�erler yerine yazılırsa; 

dV=2ðrhdr=2ð(y)(x)dy=2ð(y)(y2)dy=2ðy3dy 

olur. Buradan istenen V hacmi; 

 

V = dv = 2p y3 dy = 2p
y4

4
0

2

= 8p
0

2

ò0

2

ò
   

olarak elde edilir. 
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Örnek.16.18: y = 1-4x2, x = 0 ve y = 0 parabolü ile sınırlı bölgenin y-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle olu`an cisim hacmini bulunuz. 

Çözüm.16.18:  

241 xy −= 241 xy −=

÷
ø
ö

÷
ø
ö

0
2

1
,÷

ø
ö

÷
ø
ö− 0

2

1
,÷

ø
ö

÷
ø
ö− 0

2

1
, ÷

ø
ö

÷
ø
ö

0
2

1
,

(0,1) (0,1)

r=x

dyxdV .
2π= dx.y.xdV π2=

 

(_ekil. 16.28 – a – b ) 

 (_ekil 16.28-a)9da verilen cisim hacmini disk  metodu kullanarak çözelim. Burada x2  yerine    

(1-y) / 4 konularak; 

 

V = p x2 dy
0

1

ò = p
1- y

4
dy

0

1

ò =
p

4
y -

y2

4
0

1

=
p

8
 

olarak bulunur. (_ekil 16.21-b)8 deki cismi `imdide shell metodunu kullanarak çözelim. 

_eklin yarıçapı r=x , yüksekli�i h=y ve dr=dx alarak hacim elemanını bulalım. 

dV=2ðxydx=2ðx(1-4x2)dx=2ð(x-4x3)dx 

y=0 8a göre x9in pozitif de�erinin alınmasıyla integralin üst sınırı bulunmu` olur. 

1 – 4x2=0x2=1/4 ve  x=ñ1/2   bulunur.Buna göreV hacmi; 

( ) bulunur  
8

π
2

2.dx4xx2πV

2/1

0

4
22

1

0

3 =−ð=−=  x
x  

Böylece, aynı de�er shell ve disk metoduyla bulunmu` oldu. 
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16.3.3. 1ki E�ri Arasında Kalan Sınırlı Bölgenin Alanının Bir Eksen Etrafında  

Döndürülmesiyle Olu`an Dönel Cismin Hacmi 

16.3.3.1.y1 = f(x), y2 = g(x) e�rileri ile x = a, x = b do�ruları arasında kalan sınırlı  

bölgenin alanının x-ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi 

y
1

y
2

dx.y.dV 2

11
π=

dx.y.dV 2

2
π

2
=

dV=dV
1
-dV

2

 

_ekil 16.29 

(_ekil 16.29)9da da görüldü�ü gibi bu iki e�ri arasında kalan sınırlı bölgenin x-ekseni 

etrafında dönmesiyle olu`an hacim, e�rilerin hacimleri farkına e`ittir. Bu hacmi bulmak için 

hacim elemanı olarak alınan dairesel disklerin hacimlerini göz önüne alalım. 

y1 = f(x) e�risine ait dairesel diskin hacmi →dV1 = ðy1
2dx 

y2 = g(x) e�risine ait dairesel diskin hacmi →dV2 = ðy2
2dx 

Buna göre bu iki hacim elemanı arasındaki fark bize taralı olarak gösterilen dairesel diskin 

hacmini verir. Yani; 

dV = dV1-dV2=ð(y1
2-y2

2)dx          olur. 

Böylece dV hacim elemanlarının toplamının limiti yani integrali; 

dv=ð(y1
2-y2

2)dx ve böylece x=a 8 da x=b 8 ye kadar istenilen hacim;

( )  dx -yyπ=V

b

a

2
2

2
1x     ( )

b

a

22

x dxg(x)-f(x) π=V  yada   

olarak bulunur.  
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16.3.3.2 :x1 = g(y), x2 = h(y) e�rileri ile y = a, y = b Do�ruları Arasında Kalan Sınırlı 

Bölgenin Alanının y-ekseni Etrafında Dönmesiyle Olu`an Dönel Cisim Hacmi  

x
1
=g (y)

x
2
=h (y)

y=a

y=b

dV=dV1-dV2

 

 

_ekil-16.30 

16.3.3.19dekine benzer olarak istenilen hacim formulünü bulmak için ele alınan hacim 

elemanı (taralı olarak gösterilen dairesel disklerin arasındaki hacim) dairesel disklerin 

hacimleri farkına e`ittir. (_ekil-16.30) 

dV1 = ðx1
2dy→ Büyük dairesel diskin hacmi. 

dV2 = ðx2
2dy→ Küçük dairesel diskin hacmi.olmak üzere; 

dV = dV1-dV2 = ð(x1
2-x2

2)dy…………..(*)olarak bulunur. Böylece dV hacim 

elemanlarının toplamının limiti yani (*) ifadesinin integrali istenilen V hacmi;  

dv = ð(x1
2-x2

2)dy 

Ve x = a , x = b sınırları itibarıyla 

( )
b

a

2
2

2
1y .dy-xx π=V  

veya 

   ( )
b

a

22

y .dyh(y)-g(y) π=V olarak bulunur. 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

(*)  Vy :  y-ekseni etrafında dönen cismin hacmini verir. 
( **)  Vx = x- ekseni etrafında dönen cismin hacmini ifade eder. 
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Örnek .16.19:  ý2 + þ2 = 1  çemberinin þ = 2 do�rusu etrafında dönmesiyle elde edilen 

halkanın hacmini bulunuz. 

Çözüm.16.19:   _ekil.16.319de þ = 2 do�rusuna paralel olarak alınan dA alan elemanının bu 

do�ruya olan ortalama uzaklı�ı, (2 2 þ), boyu   2√1 2 þ2, eni &þ  oldu�undan bu 

dikdörtgenin þ = 2 etrafında dönmesiyle elde edilen hacim elemanının hacmi          &ă = 2� . (2 2 þ) 2√1 2 þ2&þ dir. 

Buna göre istenen V hacmi; 

 v = 4π ∫ (2 2 y)√1 2 y2 dy121  

 = 8� ∫ √1 2 þ2121 Ăþ 2 4� ∫ y√1 2 y2 dy121  

 = 8� [þ2 √1 2 þ2 + 12 �ÿāĀÿĀþ + 4�3 (1 2 þ2)3/2]211
 

 v = 4π2birim3 bulunur.  

y

x

M(   1-y ;y).

2

0

-1

1

2 y = 2

 

    _ekil.16.31 

Örnek.16.20:  y = 2x2 + 4ý ile  y = x2 2 2x  e�rilerinin sınırladı�ı düzlem parçasının  x =21 do�rusu etrafında dönmesiyle elde edilen hacmi bulunuz. 

Çözüm.16.20:  _ekil.16.329de dA alan elemanının x = 21 dönme ekseninden ortalama 

uzaklı�ı  ( x + 1)  , uzunlu�u (2ý2 + 4ý) 2 (ý2 2 2ý) = 22ý2 + 6ý, geni`li�i   &ý  olup 

bunun   x = 21 do�rusu etrafında dönmesiyle elde edilen hacim elemanının hacmi  

 &ă = 2�(ý + 1)(22ý2 + 6ý)&ý  dir. 

Buna göre istenen V hacmi; 

 V = 2� ∫ (ý + 1)(22ý2 + 6ý) Ăý30  

 = 2� ∫ (22ý330 + 4ý2 + 6ý) Ăý               = 2� [(22ý44 + 4ý33 + 6ý2]03 = 45 �  birim3  bulunur. 
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x

4

20

.

.

3
4
..

.

M
(

x;
-x
+4

x)

2

y= -x+4x
2

N( x; x - 2x)
2

y=x - 2x
2

-1

     _ekil.16.32 

 

Örnek.16.21:  þ = ý2  e�risi ile þ = ý + 2 do�rusunun sınırladı�ı düzlem parçasının; 

a) x ekseni etrafında, 

b) þ = 4  do�rusu etrafında dönmesiyle elde edilen hacimleri bulunuz. 

Çözüm.16.21:     a) _ekil.16.339de verilen fonksiyonların grafikleri çizilmi`tir. Taralı dA alan 

elemanının x ekseni etrafında dönmesiyle elde edilen hacim elemanı; &ă = �(ý + 2)2 &ý 2  �(ý2)2  &ý = �[(ý + 2)2 2 ý4] &ý dir. 

Buna göre istenen V hacmi; ă = � ∫ [(ý + 2)2 2 ý4]221 Ăý = � [(ý+2)33 2 ý55 ]212 =  725 �  Āÿÿÿÿ3  bulunur. 

y

x
N ( x  ; x  )

y = 4

y=x+2

x
20

.

.

2

y = x
2 M( x ; x+2)

-1

4

 

      _ekil.16.33 

b)  _ekil.16.339de  dA alan elemanının þ = 4  do�rusu etrafında dönmesiyle elde edilen V 

hacim elemanı; &V = �(4 2 ý2)2 &ý 2 �[4 2 (ý + 2)]2  &ý = �[(4 2 ý2)2 2 (2 2 ý)2]&ý  olur. 

Buna göre istenen hacim; V = � ∫ [(4 2 ý2)2 2 (2 2 ý)2]Ăý2
21                                      V = � ∫ (ý4 2 9ý2 + 4ý + 12) Ăý =  1085  �  birim3     221  bulunur. 
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Örnek.16.22:  þ2 = ý parabolü ile ý = 4 do�rusu arasındaki alanın x=4 do�rusu etrafında 

dönmesiyle elde edilen cismin hacmini 

a)Disk yöntemiyle, 

b)Shell yöntemiyle bulunuz. 

Çözüm.16.22:  a) _ekil.16.349de   x=4   dönme eksenine dik olarak alınan dA alan 

elemanının boyu   (4 2 þ2) ,   eni  &þ oldu�undan bunun eksen etrafında dönmesiyle elde 

edilen diskin hacmi; &ă = �(4 2 þ2)2. &þ 

Buna göre istenen V  hacmi; ă = � ∫ (4 2 þ2)2 Ăþ = 2� ∫ (4 2 þ2)2 Ăþ = 51215  �  Āÿÿÿÿ3    20222  bulunur. 

y

x

-2

0

y

2

M( y ;y)
2

.

N( 4 ; y)

x=4

y =x
2

4

  _ekil.16.34 

b)_ekil.16.359de   ý = 4  dönme eksenine paralel olarak alınan dA alan elemanının dönme 

ekseninden ortalama uzaklı�ı (4 2 ý) , boyu 2:ý , eni   &ý  oldu�undan bunun ý = 4  

do�rusu etrafında dönmesiyle elde edilen silindirik kabu�un hacmi  &V = 2�(4 2 ý). 2:ý&ý dir. 

Buna göre istenen V hacmi: V = ∫  2�. (4 2 ý). 2:ý Ăý4
0  

                                   V = 2� ∫ (8ý1/2 2 2ý3/2)Ăý = 51215 �  birim34
0  

olarak bulunur. 
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y

x0

.

4

x=4

y =x
2

N(
x ; -  x)

M
(
x;
  x

)

.

     

_ekil.16.35 

Örnek.16.23:  þ = ÿÿĀý e�risinin birinci kemerinin x ekseniyle sınırladı�ı alanın y ekseni 

etrafında dönmesiyle elde edilen hacmi bulunuz. 

Çözüm.16.23:  Shell yöntemiyle bulalım.  _ekil.16.369da  dA alan elemanının eksenden 

ortalama uzaklı�ı x, boyu  Sin x, eni   &ý  oldu�undan bunun y ekseni etrafında dönmesiyle 

olu`an silindirik kabu�un hacmi &ă = 2� ý. ÿÿĀ ý. &ý 

dir. O halde istenen V hacmi: ă = 2� ∫ ý. ÿÿĀý. Ăý�
0  

olur.Buradan Ă = ý , Ăă = ÿÿĀý. Ăý  alınarak kısmi integral ile ă = 2�(2ý �āĀ ý + ÿÿĀ ý)]0� = 2�2Āÿÿÿÿ3
 

bulunur. 

y

xx

M(
x ;

 S inx
)

 

_ekil.16.36 
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16.4. Yay Uzunlu�u 

 

f:[a,b] → IR sürekli türeve sahip pozitif bir 

fonksiyon olsun. (_ekil.16.37) Bu e�rinin A ve B 

noktaları arasındaki uzaklı�ı bulmaya çalı`alım. s 

ile gösterece�imiz e�rinin küçük bir parçasının 

uzunlu�unu gözönüne alalım. Pisagor teoremine göre; 

_ekil.16.37 

222 )()()( yxs + alınabilir. Bu son ifadenin her iki yanı (x)2 ile bölünerek; 

2

2

2

2

xΔ
yΔ

1
xΔ
sΔ

)(

)(

)(

)(
+  

bulunur. Buradan son ifadenin her iki tarafının karekökü alınarak; 

2

xΔ
yΔ

1
xΔ
sΔ

÷
ø
ö

÷
ø
ö+=  

elde edilir. Ayrıca ;  x→0 için; 

2

0xΔ

0xΔ

dx

dy
1

dx

ds

dx

dy

xΔ
yΔ

Lim

dx

ds

xΔ
sΔ

Lim

÷
ø
ö

÷
ø
ö+=

=

=

→

→

 

ve böylece; 

dx
dx

dy
1ds

2

÷
ø
ö

÷
ø
ö+=  

olarak bulunur. Böylece, A ve B noktaları arasındaki e�ri uzunlu�u yukarıda bulunan ds e�ri 

parçası uzunluklarının toplamının limiti olarak integral yardımıyla ; 

( ) dx
dx

dy
+1 =s

a

a

2 ÷
ø
ö

÷
ø
ö

bulunur. 

Buna göre, y = f(x) e�risinin x = a9dan x = b9ye kadar olan parçasının uzunlu�u; 

dx)(y'+1 =s
b

a

2  olur. 



368 

 

E�er, x = g(y) e�risinin y = c9den y = d9ye kadar olan kısmının uzunlu�u bulunmak istenirse 

yukarıdaki mantı�a benzer olarak; 

 ÷÷
ø

ö
÷÷
ø

ö
+=

d

c

2

2

dy)(x'+1 =s  veyady
dy

dx
1s    

d

c

elde edilir. 

Örnek.16.24: x = 09dan x = 4 8e kadar y2 = x3 e�risinin I.bölgedeki uzunlu�unu bulunuz. 

Çözüm.16.24: y2 = x3 y = x3/2 dy/dx = 3/2x1/2 

4

x9

dx

dy
2

=÷
ø
ö

÷
ø
ö

 

Böylece, s yay uzunlu�u;
 

s =  1+ (
dy

dx
)2

0

4

ò dx formülünden; 

dx
x

s  +=
4

0 4

9
1 

 
olur. 

bulunur.olarak     1)-10(10
27

8
)3/21-3/2(10

27

8

10uiçin    4  x  ve1uiçin    0  x; yazılırsa  yerine itibariyle  sınırları

nunu'  deintegralin  sdeğerler  bu  edilir ve eldedu   dx
4

9
dersek   u   

4

9x
1Eğer   

3

2

9

4 10

1

2/3

==

==

====

==+

 uduus
9

4
 

10

1

 

Örnek 16.25: x2+y2 = r2 merkezil çemberinin çevresini bulunuz. 

Çözüm 16.25: 

22

2
2

22

22

xr

x
y

xr

x
y

0rxry

−
=

−
−=

þ−=

)'(

'

)(

  

( ) olur.r  2.s r   Qr 

sin

cos

)'(

2

0
Π0s

4

1

dQr
Qrr

QdQr
r

xr

dx
rs

4

1

dx
xr

r
dx

xr

x
1dxy1rs

4

1

2
Π

Π

2

π

0

2

π

0 222

r

0 22

r

0 22

r

0 22

2
r

0

2

=÷
÷
ø

ö
−==

=
−

=
−

=

−
=

−
+=+=





 

÷÷
ø

ö
÷÷
ø

ö
=
=

  .cos

 sin

dQ  Qdx

Qrx
  

2
Qrx

0Q

π
0x

==

==
 

 

 

 



369 

 

Örnek.16.26: f:[1,e]→IR, f(x) = ÷
ø

ö
÷
ø

ö
4

1
x2-lnx gösterdi�i e�rinin uzunlu�unu bulunuz. 

Çözüm.16.26: 

2

22

x

1
x

4

1
)'y(

x

1
-x

2

1
'y

+=

=
   

2br7-2e
1

ln12(1)
1

-lne2e
1

lnx2x
1

∫
e

1
dx

x

1
x

1

dx∫
e

1
∫
e

1
2x

12x
1

1dx2)'(y1s

444

42

dx
2

1

4

2

÷
ø
ö÷

ø
ö

÷÷
ø

ö
÷÷
ø

ö
÷÷
ø

ö
÷÷
ø

ö

÷÷
ø

ö
=÷÷

ø

ö
÷÷
ø

ö

÷
ø

ö
÷
ø

ö
+

=++=

++=

=

++=+=

e
1 

e

1
x

1
x

 

Yay Uzunlu�u ile ilgili Alı`tırmalar 

bulunuz.uzunluğu olan kadar  e'  
3

7
=dan  x' 0= xeğrisinin   x=y  3/2

1.  

bulunuz. uzunluğunuolan kadar  e' 
3

π
=dan  x' 0= xeğrisinin logcosx  =y  2.  

nedir?uzunluğu olan kadar  e' =xdan  x' 0= xeğrisinin  )e+(e
2

a
=y 1

a

x

a

x

  3.  

nedir?uzunluğu kadar  e' 3=dan  x' 0= xeğrisinin  x2=y  4.  

nedir?uzunluğu kadar  e' 1=dan  x' 0= xeğrisinin  2e=y x
  5.  

nedir?uzunluğu kadar  e' 3=den  x' 1= xeğrisinin   
4x

1
+

3

x
=y

3

  6.  

16.5 Dönel Yüzeyin Yanal Alanı 

Bir alanın bir eksen etrafında dönmesiyle olu`an cisme dönel cisim denir. Böyle bir cismin 

yüzey alanına ise dönel yüzeyin yanal alanı denir. Bir dönel yüzeyin yanal alanını gösteren 

a`a�ıdaki `ekli gözönüne alalım. (_ekil 16.38) 

 

 _ekil 16.38 
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y = f(x) e�risi x = a, x = b do�ruları ve x-ekseni ile ile sınırlı bölgenin x-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle olu`an dönel yüzeyin alanı _ekil. 16.389den de görüldü�ü gibi koyu 
renkli olan dairesel kesitlerin alanları toplamına e`ittir. Bu toplamı bulmadan önce bu 

dairesel kesitlerden birinin alanını dS ve ds olarak kesitin kalınlı�ını ifade eden yay 

uzunlu�unu alırsak;dS = 2ðyds …………. (1) olur. 

 Burada; ( ) dx
dx

dy
1ds

2÷
ø
ö

÷
ø
ö+= de�eri (1)9de yerine yazılırsa ; 

dx
dx

dy
1yπ2dS

2

÷
ø
ö

÷
ø
ö+= olarak bulunur. Böylece a9dan b9ye kadar böyle elemanların 

alanları toplamı integral yardımıyla;  ÷
ø
ö

÷
ø
ö+= b

a
dx

dx

dy
yS

2

1π2 `eklinde bulunur. 

Özet olarak 

i) f:[a,b]→IR  sürekli türeve sahip pozitif bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon gösterdi�i e�ri 

parçasının x-eksenini etrafında dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı; 

  +=
b

a

2
dx(x)' f1f(x)2πS olarak bulunur.Benzer `ekilde; 

ii)  g:[a,b]→IR sürekli türeve sahip olan pozitif bir fonksiyon olsun . Bu fonksiyonun 

gösterdi�i e�rinin y-ekseni etrafında döndürülmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı; 

   +=+=
b

a

2
b

a

2
dy)(x'1x2πS  veyady(y)g'1g(y)2πS   olarak elde edilir. 

Örnek.16.27: f(y) = x2 e�risi y =1 , x = 0 do�ruları ile sınırlı bölgenin y-ekseni etrafında  

döndürülmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanını bulunuz . 

Çözüm.16.27:

 
  +=+= 1
0

1
0

dy
y4

1
1yπ2dy2x1xπ2s )'(

 

 

y = x2
Þ x = y Þ x ' =

1

2 y
Þ (x ')2

=
1

4y
 

  +=
+

= 1
0

14
2

14
2

1

0
dyydy

y

y
y ðð          _ekil 16.39 

 

olarak bulunur. 

 

( ) 2br  )155(
6

1

0

2/314
3

2

4

1
−


=+ð= y
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Örnek.16.28: x = 0 8 dan x = 16 ya kadar olan y2 = 16x parabolünün x-ekseni etrafında  

döndürülmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanını bulunuz. (_ekil-16.40) 

Çözüm.16.28: 

x

4
y

x2

4
y

x4y⇒x16y

2ı

ı

2

=)(

=

==

 

        _ekil 16.40 

 

16

0

2

316

0

)4((
3

2
848 +=+=  xdxx ðð  

( ) 2br136582020π
3

16
−= bulunur. 

16.5.1 Dönel Yüzeyin Yanal Alanı ile 1lgili Alı`tırmalar 

1)
9

x
y

2

= e�risi x=0, x=3 do�ruları ile sınırlı bölgenin (x) ekseni etrafında dönmesiyle  

olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

2) x424y2 −= e�risi x=3, x=6 do�ruları ile sınırlı bölgenin (x) ekseni etrafında  

dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

3)
x2

1

6

x
y

3

+=  e�risi, x=1, x=3 do�ruları ile sınırlı bölgenin (x) ekseni etrafında  

dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

4) xey −= e�risi, x=0, x=5 do�ruları ile sınırlı bölgenin (x) ekseni etrafında dönmesiyle  

olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

5) 2x3y = e�risi, x=0, x=5 do�ruları ile sınırlı bölgenin (y) ekseni etrafında dönmesiyle  

olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

6) 2x4y −= e�risi, x=0, x=2 do�ruları ile sınırlı bölgenin (y) ekseni etrafında  

dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

7)
2x24y −= e�risi, x=0, x=2 do�ruları ile sınırlı bölgenin (y) ekseni etrafında dönmesiyle          

olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

  +=+=
16

0

16

0

2 4
142)'(12 dx

x
xdxyys ðð



372 

 

8) 1yx 3
2

3
2

=+  e�risinin I. bölge ile sınırlı kısmının x-ekseni etrafında  

döndürülmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

9) x4y2 =  e�risi, x=0, x=3 do�ruları ile sınırlı bölgenin (x) ekseni etrafında dönmesiyle  

olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

10) x4y3xy 22 =+= ,  e�rileri arasındaki sınırlı bölgenin (x) ekseni etrafında dönmesiyle  

olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? 

16.6. Bir Fonksiyonun Ortalama ve Etkin (Efektif) De�erleri 
16.6.1. Bir Fonksiyonun Ortalama De�eri 

Hatırlanaca�ı gibi y = f(x) e�risi x = a , x = b do�ruları ve x-ekseni ile sınırlı bölgenin 

alanı; =
b

a
dxxfA )( olarak elde edilmi`ti. A`a�ıdaki `ekilde taralı bölge bu alanı 

göstermektedir.(_ekil 16.41) 

y
1

y
2

y
3

a b

c

0

Yort

y

x
Δx  

_ekil 16.41 

Aynı aralık içersinde bu fonksiyon ortalama ordinatı olan yort de�eri e�ri altında kalan alan ile 

aynı de�ere sahip olan abcd dikdörtgeninin alanıdır. Yani; 

==−
b

a
ort dxxfAyab )().(  

ve buradan; −
=

b

a
ort dxxf

ab

1
y )( olarak bulunur. 

Örnek.16.29: v=VmaxSinwt sinüsodial gerilimin yarı dairesinin ortalama ordinatını bulunuz. 

Çözüm.16.29: a = 0, b = ð      oldu�una göre ; 

( ) maxmax
max

0 0

maxmax

637,0
2

0coscos

.sin
0

VV
V

Coswt
V

dtwt
V

Vort

=
ð

=+ð−
ð

=

−
ð

=
−ð

= 
ð ð

olarak bulunur. 
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16.6.2 Bir Fonksiyonun Etkin De�eri 

Bir fonksiyonun etkin de�eri (rms: root-mean-square) ordinatların karesinin ortalamasının 

kareköküdür. E�er, _ekil.16.419de x e`it uzunlu�unda bölünmü` n tane y de�erini göz önüne 

alırsak; 

n

y

rmsveya
n

yyy
rms

n

i

i
n

õ
=

+++
 1

2

22
2

2
1 ...

      

olur.Bu ifadede pay ve payda x ile çarpılırsa ;
xn

xy

rms

n

i

i





õ
=1

2

 

elde edilir. Burada n.x, (b-a) aralık geni`li�ini verir. n sonsuza yakla`ırken ; 

 õ =
=

→

b

a

n

i

i
n

dxxfxyLim
2

1

2
)( elde edilir. Buna göre; 

 −
=

b

a
dxxf

ab
rms

2
)(

1
 ifadesi bir fonksiyonun etkin de�erini veren formüldür. 

Örnek.16.30: Önceki örne�in sinüsodial voltajı için rms de�erini bulunuz. 

Çözüm.16.30: a=0, b=ð de�erleri rms formülünde yerine yazılarak ; 


−ð

=
−ð

= ðð
0

2

0
2 22

00

1 max

max
wtdtSin

V
wtdtSinVrms  

24

2

204

2

2
0

2 ð
=

ð
−

ð
=

ð

úû
ù

÷
ø
ö −=

ð SinwtSinwt
wtdtSin  

olur. Bu sonucu rms 8 de yerine yazarsak; max
max 0,707V
2

V

2

π
π

rms

2

max ===
V

elde edilir. 

Örnek.16.31:Tam dalga do�rultulmu` sinüsoidal gerilim `ekil.16.429de gösterildi�i gibi 

kırpılmı`tır. Bu fonksiyonun ortalama ve etkin de�erlerini hesaplayınız. 

 

_ekil.16.42 
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Çözüm.16.31:Fonksiyonun tanımı; 

max

max

max

0
4

3 2

4 4 2

3

4

t u U Sin t

t u U

t u U Sin t

ð 

ð ð

ð  ð 

ü ü  = 

ü ü  = 

ü ü  = 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

3
4 4

3
4 4

0

max max max
0

3

4
max 4

3
0

4
4

max

1

1 2

2

2

2

2 3
0

4 2 4 4

T

ortalama

ortalama

ortalama

ortalama

U u t d t
T

U U Sin t d t U d t U Sin t d t

U
U Cos t t Cos t

U
U Cos Cos

ð ð

ð ð

ð

ð
ð ð

ð
ð



    
ð

  
ð

ð ð ð
ð

= 

ù ù
=   +   +  ú ú

û û
ù ù
ú ú= + +−  −ú ú
ú úû û

ö ö ö ö= − − − + − +÷ ÷ ÷ ÷
ø ø ø ø



  

( )

max max

max

3

4

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 4 2 2 4

0,5401

ortalama

ortalama

Cos Cos

U U
U

U U

ðð

ð ð
ð ð

ù ùö ö− − −ú ú÷ ÷
ø øû û

ù ù ù ù
= − + +  + − = − + + ú ú ú ú

û û û û

= 

 

 

Örnek.16.32:Geciktirilmi` tam dalga do�rultulmu` sinüsoidal gerilimin ortalama de�eri 
naksimum de�erinin yarısına e`it oldu�una göre gecikme açısını (ñ) hesaplayınız . 
(_ekil.16.43) 

 

_ekil.16.43 

Çözüm.16.32:Fonksiyonun tanımı; 

( ) ( )

( ) ( )

( )

0

max

max

max

1

1

T

ortalama

ortalama

ortalama

U u t d t
T

U
U U Sin t d t Cos t

U
U Cos Cos

ðð

ñ ñ



  
ð ð

ð ñ
ð

= 

=   = −

= − +





 

2

max

ortalama

U
U =  olarak verildi�ine göre 

 

( ) ( )max max max

max

max max max

1
2

2

U U U
Cos Cos Cos

U

U U U
Cos Cos

ð ñ ñ
ð ð

ñ ñ
ð ð

= − + = +

− =  =

max

2

U
−

maxU

ð

11 1
0,57 0,57 55,249

2
Cos Cos

ð

ñ ð ñ
ð

−ö ö= −  =  = = ð÷ ÷
ø ø
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16.6.3. Bir Fonksiyonun Ortalama De�eri ile ilgili Alı`tırmalar 

1. nedir? değeri ortalama arasındaki  πdan  x' 0nun  x'fonksiyonu4sinx  y ===  

2. nedir? değeri ortalama arasındaki  2π  xile  0nun  x'fonksiyonu  
2

x
2siny 3 ===   

3. nedir? değeri ortalama arasındaki  1  tile  0nun  t'fonksiyonu  )t(2Q 2 ==+=  

4. nedir? değeri ortalama arasındaki  3  tile  0nun  t'fonksiyonu  t9t
3

1
Q 23 ==−=  

5. 

nedir? hızı ortalama arasındaki

16sn  tile  0  t, göre Buna .denklemdir  bağlı hızına parçacığınbir   t
2

1
t

3

16
V 2 ==−=  

 

6. 

nedir? hız ortalama

 arasındaki14sn    tile  2 t, göre Buna . veriliyordenklemi hız  
2t

4t
V ==

+
=   

7. nedir? değeri ortalama arasındaki  π  x,  0nun  xfonksiyonux  cosy 2 ===   

16.7. A�irlik ve Kütle Merkezi  

Düzlem alanların a�ırlık merkezleri ve bir eksen etrafında döndürülen farklı `ekillerin kütle 

merkezlerini ele almadan önce bir eksen boyunca yerle`tirilen kütlelerin olu`turdu�u sistemin 

kütle merkezini a`a�ıdaki örnek ile inceleyelim. 

Örnek.16.33: x-ekseni boyunca 2 kg.,3kg., ve 5 kg9 lık üç kütle sırasıyla (1,0), (3,0) ve (6,0) 

noktalarına yerle`tiriliyor. Buna göre tahtanın kütlesini ihmal edilirse x-ekseni boyunca 

sistemin kütle merkezi ne olur?  

Çözüm.16.33:  

2 kg

3 kg

5 kg

(1,0) (6,0)(3,0) ,0)x(
−

 

    Kütlenin merkezinin momenti momentlerin toplamına e`itlenerek, 

(2+3+5) 
_

x =10
_

x  
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2.(1)+3.(3)+5.(6)=10
_

x  ise 
10

41_

=x =4.1 olur. 

16.7.1.A�ırlık Merkezi 
_

x  bir alanın a�ırlık merkezinin apsisi olup, y-eksenindeki momentlerin toplamının toplam 

alana bölünmesiyle elde edilir. Yani, 
A

M
x

y=
_

 

_

y  aynı `ekilde bir alanın a�ırlık merkezinin ordinatı olup, x-eksenindeki momentlerin toplam 

alana bölünmesine e`ittir. Yani, 
A

M
y x=
_

 

Örnek16.34: A`a�ıdaki `eklin a�ırlık merkezini bulunuz. 

÷
ø
ö

÷
ø
ö

2

1
1,

÷
ø
ö

÷
ø
ö

2
2

5
,

0

0

0

0

( )15,

A�ırlik Merkezi

2 cm 1 cm 4 cm

1 cm

4 cm

2 cm

 

Çözüm.16.34: 

 

2.1
14

17

)2.(4)4.(1)1.(2

)1).(2.(4)2).(4.(1)
2

1
).(1.(2_

=
++

++
==

A

M
y x  

16.7.2.Düzlem Alanların A�ırlık Merkezi:y=f(x) e�risi, x-ekseni x=a ve  x=b do�ruları ile 

sınırlı bölgenin alanına A diyelim.(_ekil.16.44)Bu alanın bir parçası olarak dA olarak 

isimlendirilen dikdörtgen `eklindeki alanı ele alalım.Moment, kuvvet ile kuvvet kolunun 

çarpımı oldu�undan  olarak ele alırsak, 

x-eksenindeki moment:Mx=(
2

y
).dA=(

2

y
).y.dx 

y-eksenindeki moment: My=x.dA=x.y.dx olur. 

   7.3
)2.(4)4.(1)1.(2

)5).(2.(4)2/5).(4.(1)1).(1.(2_

=
++

++
==

A

M
x

y
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dx

dA

y

y=f(x)

x

y

x

 

_ekil.16.44 

 

Buna göre; x-ekseni civarındaki dA9nın momenti, (
2

y
).dA=(

2

y
).(y.dx) 

y-ekseni civarındaki dA9nın momenti;     x.dA=x.(y.dx) oldu�undan (16.7.1)ile verilen a�ırlık 

merkezinin koordinatları ; 

  
_




==

b

a

b

ay

ydx

xydx

A

M
x    ve   




==

b

a

b

ax

ydx

dx
y

A

M
y

2

2

_

elde edilir. 

16.7.3.Kütle Merkezi 

Bir alanın bir eksen etrafında dönmesiyle olu`an cisme dönel cisim denir. Böyle bir katı 

cismin kütle merkezini bulmak için a`a�ıdaki `ekli göz önüne alalım.(_ekil 16.45) 

x=a x=b

y=f(x)

dx

dxπ.ydV .
2=

y

x

y

Şekil.16.45

 

y = f(x) e�risi, x-ekseni ile x = a ve x = b do�ruları ile sınırlı alanın x-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle olu`an hacmi göz önüne alalım (_ekil 16.45). Buna göre, V hacim elamanını 

göstermek üzere, 
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 dV= ð.y2dx (*) dir. Ayrıca, , x = a9dan x = b9ye kadar dV dairesel disklerinin toplamının 

limiti (*) ifadesinin her iki  yanının integralinin alınmasıyla; 

 ðð
b

a

2

b

a

2 dx[f(x)]=dxy=V  olarak elde edilir. 

y = f(x) e�risi, x-ekseni ile x = a ve x = b do�ruları ile sınırlı alanın x-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle  olu`an  katı  `eklin  kütle  merkezine 
−
x  diyelim. Bu kütle merkezi y ekseni 

etrafındaki hacim elemanlarının momentleri toplamının toplam hacme bölünmesiyle elde 

edilir. Buna göre katı `eklin kütle merkezi koordinatları (
−
x , 0) olup a`a�ıdaki gibi ifade edilir. 




 =

ð
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b
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b
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b

a dxy

dxxy

dxxy
V

x
2

2

2
 

Benzer `ekilde; x=g(y) e�risi, y-ekseni, y=a y=b do�ruları ile sınırlı bölgenin y-ekseni 

etrafında dönmesiyle olu`an katı `ekli göstermektedir.(_ekil.16.46) V hacim elemanı ise dV 

dairesel disklerinin hacimlerinin toplamının bir limiti olup (*) ifadesinin her iki yanının 

integrali alınıp y=a9dan y=b9ye kadar olu`an hacim elemanı; 

x=g(y)

y=a

y=b

x

dy

.dyπ.xdV 2=

 
_ekil 16.46 

x = g(y) e�risi, y-ekseni ile y = a ve y = b do�ruları ile sınırlı alanın y-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle  olu`an  katı  `eklin  kütle  merkezine 
−
y  diyelim.  Bu kütle merkezi x ekseni  

etrafındaki hacim elemanlarının momentleri toplamının toplam hacme bölünmesiyle elde 

edilir. Buna göre katı `eklin kütle merkezi koordinatları (
−
y , 0) olup a`a�ıdaki gibi ifade edilir. 

 ðð
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


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a dyx

dyyx

dyyx
V

y
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Örnek.16.35:y = x3 e�risi x = 1, x = 2 ve y = 0 de�erleri ile sınırlı bölgenin a�ırlık merkezini 

bulunuz. 

Çözüm.16.35: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Örnek.16.36: y = x2 e�risi y = 0, x = 1, x = 2 do�ruları ile sınırlı bölgenin x – ekseni etrafında 

döndürülmesi ile olu`an katı cismin kütle merkezini bulunuz. 

Çözüm.16.36: 
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Örnek.16.37: y = x2 e�risi x = 0, y = 0, y = 3 do�ruları ile sınırlı bölgenin y ekseni etrafında 

döndürülmesiyle olu`an katı `eklin kütle merkezini bulunuz. 

Çözüm.16.37: 

 

 

 

 

Örnek.16.38:   _ekildeki homojen çubu�un kütle  merkezini bulunuz. 

Çözüm.16.38:
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Örnek. 16.39:   _eklin a�ırlık merkezini bulunuz. 

Çözüm.16.39: 

 

 

 

 

16.7.4. Atalet Momenti  Örnekleri 

Örnek.16.40: _ekildeki dikdörtgenin atalet momentini 

 a-) x eksenine göre,  

b-)  eksenine göre bulunuz.   

c-) C noktasına gore (a�ırlık merkezi) Polar atalet momentini bulunuz 

Çözüm.16.40:  
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Örnek 16.41.   _ekildeki parçanın atelet momentini bulunuz. 

Çözüm.16.41:  
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16.8. Belirli 1ntegralle 1lgili Çözümlü Problemler 

1)  y=5x-x2 e�risi ile y=4 do�rusu arasında kalan sınırlı bölgenin alanını bulunuz. 

Çözüm: 

 

2) y=x2-4 e�risi ve x-ekseni ile sınırlı bölgenin alanını bulunuz. 

Çözüm: 
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3) Birinci bölgede f(x)=4x-x3 e�risi ve x-ekseni ile sınırlı bölgenin alanını bulunuz. 

Çözüm: 

 

 

 

4)  x=2-y-y2 e�risi ve y-ekseni ile sınırlı bölgenin alanı nedir? 

Çözüm: 

 

5)   y=x3-6x2+8x e�risi ile x-ekseni arasında kalan alanı bulunuz. 

Çözüm: 
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6) x2=8y e�risi ve x-2y+8=0 do�rusuyla sınırlı bölgenin alanını bulunuz. 

Çözüm: 

(-4,2).

. (8,8)

 

7) y2=x+4 e�risi ile y-x+2=0 do�rusu arasındaki alanı bulun. 

Çözüm: 

 

3
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x
4

y
=8) e�risinin x=19den x=49e kadar olan kısmının uzunlu�unu bulunuz. 

Çözüm: 
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9) 9x2+16y2=144 e�risinin a) x-ekseni etrafında  b) y-ekseni etrafında dönmesiyle olu`an 

cismin hacmini bulunuz. 

Çözüm: 
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10)
x

y
8

= e�risi x=1, x=8 do�ruları ile sınırlı bölgenin x-ekseni etrafında dönmesiyle olu`an 

hacmini bulunuz. 

Çözüm: 

 

11)  y=sinx e�risi x=0, x=ð do�ruları ile sınırlı bölgenin x-ekseni etrafında  

döndürülmesiyle olu`an dönel cismin hacmini bulunuz. 

Çözüm: 
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12) 2x4y −=  ,     xy 2= e�rileri  2  x;   0x ==  do�ruları ile sınırlı alanı bulunuz. 

Çözüm:       

  x-4y 2= ve   xy 2= ise yy =  

       2x0y ==  22 xx-4 =  
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13) y2=4x e�risi y=0 , x=0 , x=4 do�ruları ile sınırlı bölgenin x-ekseni etrafında dönmesiyle 

olu`an dönel yüzeyin alanını bulunuz. 

Çözüm: 
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14)  xy =  e�risi y=0, x=1, x=4 do�ruları ile sınırlı bölgenin 

a) A=? b) xV =?  c) yV =? d) A�ırlık merkezi ?. e) Kütle merkezi? 

Çözüm: 
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e)  
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45

126
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15) 

 
32

22

2 −+=

→−

xx)x(f

R,:f
fonksiyonu ile x-ekseni arasında kalan alanı bulalım. 

Çözüm: 

 

16) 3434 22 −+−=+−= xxyilexxy   e�rileri  arasındaki alanı bulunuz. 

Çözüm: 
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,hesaplayın alanıkalan  arasında doğruları 2 x ve0xeğriler, gösterdiği

arınınfonksiyonl g  vef . veriliyorarıfonksiyonl xg(x)  ; 
1x

2
f(x)  ; RIR:g  ; RIR:f 2

2

==

=
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=→→ II 17)

 

Çözüm : 
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18)  

 
xln)x(f

Re,:f

=
→1

fonksiyonunun temsil etti�i e�ri parçasının x-ekseni etrafında döndürülmesiyle 

olu`an dönel yüzeyin hacmini   bulalım. 

Çözüm : 

 ==
ee
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22 ππ olur. 

Bu integrali kısmi integral yöntemiyle çözelim. 
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19) xxf    IRf sin
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fonksiyonunun gösterdi�i e�rinin x-ekseni etrafında döndürülmesiyle olu`an dönel yüzeyin 

sınırladı�ı hacmi bulalım. 
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20) ( ) 21 xxf −=  fonksiyonunun  1 , 1−  aralı�ındaki  parçasının x-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle olu`an dönel cismin yüzey alanını hesaplayınız. 

Çözüm: 21 xy −=  22 1 xy −= 122 =+ yx  
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BEL1RL1 1NTEGRALE A1T ÇE_1TL1 ALI_TIRMALAR 

1.  y = 3x , y = 15 – 3x  do�ruları ile x – ekseni arasında kalan alan nedir? C: (18.75) 

2. y² = x³ e�risi ile x = 4 do�rusu arasında kalan alan nedir? C: (25.6) 

3. y² = 4x ile x² = 4y e�rileri arasında kalan alan nedir? C: (16/3) 

4. 10y = x² - 80 e�risi ile y = 0 , x = 1 ve x = 6 do�ruları arasındaki alan nedir? C: (32.83) 

5. y = x² + 2 e�risi ile y = 3 , y = 5 , x = 0 do�ruları arasındaki alan nedir? C: (2.797) 

6. y² = 16 – x e�risi y = 0 , x = 0 do�ruları ile sınırlı bölgenin alanı nedir? C: (126/3) 

7. 1=+ yx e�risi ile y = 0 , x = 0 do�ruları arasındaki alan nedir? C: (1/6) 

8. 4y² = x³ e�risi ile x = 8 do�rusu arasında kalan alan nedir? C: (72.4) 

9. Birinci bölgede y² = x³ - 3x² +3x e�risi ile x = 1 do�rusu tarafından sınırlanan bölgenin 

 x–ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi nedir? C: (0.785) 

10. )(
2

1 xx
eey += − e�risi x = 0 , y = 0 , x = 1 do�ruları ile sınırlı bölgenin x – ekseni 

etrafında dönmesiyle olu`an hacim nedir? C: (4.42) 

11. y = x³ e�risi , x = 0 , y = 8 do�ruları ile sınırlı bölgenin y – ekseni etrafında dönmesiyle 

olu`an dönel  cismin hacmi nedir? C: (60.3) 

12. 9x²+16y² = 144  elipsoidinin y – ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi 

nedir? C: (32) 

13. 1
32

3/22

=÷
ø
ö

÷
ø
ö+÷

ø
ö

÷
ø
ö yx

 e�risinin y-ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi 

nedir? 

14. y = ex e�risi , x = 1 , y = 0 , x = 0 do�ruları ile sınırlı bölgenin x = 1 do�rusu etrafında 

dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi nedir? C: (4.51) 

15. y = 4x - x² e�risi , y = 3 , x = 0 do�ruları ile sınırlı bölgenin y = 3 do�rusu etrafında 

dönmesiyle olu`an dönel cismin hacmi nedir? C: (3.35) 

16. y² = 24 - 4x e�risi y=0 , x = 3 , x = 6 do�ruları ile sınırlı bölgenin x- ekseni etrafında 

dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? C: (58.6) 

17. x2/3 + y2/3 =1 e�risinin 1.bölgedeki kısmının x-ekseni etrafında dönmesiyle olu`an dönel 

yüzeyin yanal alanı nedir? 

18. y = 4 - x² e�risi x = 0 , x = 2 , y = 0 do�ruları ile sınırlı bölgenin y-ekseni etrafında 

dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? C: (36.2) 

19. y = 5x² e�risi x = 2 , x = 4 , y = 0 do�ruları ile sınırlı bölgenin y-ekseni etrafında 

dönmesiyle olu`an dönel yüzeyin yanal alanı nedir? C: (1408)    


