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A B

7. BÖLÜM 

VEKTÖRLER 

 

7.1. Giri` 

Fizikte kütle, uzunluk, sıcaklık, hacim gibi yalnızca sayısal de�eri olan büyüklüklere skaler 

büyüklükler denir. Bunlara do�rultu ve yön belirleme gere�i yoktur. Bunların dı`ında yer 

de�i`tirme, hız, kuvvet, ivme gibi büyüklüklerin hem sayısal de�erleri hem de yönleri vardır. 

Bunlara vektörel büyüklükler yani kısaca vektör denir. Bir vektör, ba`langıç noktası denilen 

bir P noktasından, bitim noktası denilen Q noktasına yönlendirilmi` bir 
→
PQ do�ru parçasıdır. 

Bir vektörün elemanları;  

 

a) Ba`langıç noktası   b) Do�rultusu    c) Yönü     d) Büyüklü�ü 

Yukarıdaki dört eleman bilindi�i zaman, bir vektör tamamen belirtilmi` olur.  
 

 

 

 

 

Vektörü 
→
A  veya  

→
PQ    ile gösteririz. Vektörün uzunlu�u ise 

→
PQ veya

→
A ile gösterilir. 

7.2.Vektör Cebri 
Sayıların cebrinde bildi�imiz toplama, çıkartma ve çarpma i`lemleri uygun tanımlarla 

vektörlerin cebrine geni`letilebilirler. 

7.2.1.1ki Vektörün E`itli�i: Büyüklü�ü ve yönü aynı olan 
→
A ve 

→
B  vektörlerine, ba`langıç  

noktalarına bakılmaksızın e`ittirler denir.  
→

=
→

BA  ile gösterilir.        

 

7.2.2.Bir Vektörün Negatifi: Yönü,
→
A   9nün yönünün kar`ıtı fakat 

→
A   ile aynı büyüklükte 

olan bir vektör   -
→
A   ile gösterilir. 

 

 

P

Q

A

A
-A
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7.2.3.1ki Vektörün Toplamı (Paralelkenar Kuralı) 
→
A  ve 

→
B  vektörlerinin toplamı veya bile`kesi,

→
B 9 nin ba`langıç noktası 

→
A ’ nın bitim 

noktasına birle`tirilerek olu`turulan  
→
C 9 dir. C  toplamı 

→
+

→
=

→
BAC  `eklinde yazılır.    

En son `ekil vektörlerin toplanmasına ait paralelkenar yasasıdır.  

 

 

7.2.4. 1kiden Fazla Vektörün Toplamı: (Çokgen yöntemi)  

Bu yöntemde bile`ke herhangi bir uygun noktadan ba`layarak bir ölçe�e göre bütün vektörleri 

bir öncekinin ucuna eklemek sureti ile bulunur. Yani her vektörün ba`langıcı bir önceki 

vektörün oklu ucu olur. Bu `ekilde olu`an çokgeni tamamlamak üzere çizilen do�ru, 

vektörlerin bile`kesi olur. 

 

7.2.5.1ki Vektörün Farkı:
→
A  ve 

→
B 9 nin 

→
−

→
BA `eklinde gösterilen farkı öyle bir  

→
C 9 dir ki   

→
B  ile toplandı�ı zaman  

→
A 9  yı verir. Buna e`de�er olarak 

→
−

→
BA   ,  ( )

→
−+

→
BA   `eklinde 

tanımlanabilir. E�er 
→

=
→

BA   ise  
→

−
→

BA    sıfır vektör olarak tanımlanır ve 
→
0   ile gösterilir. 

→
0     vektörünün büyüklü�ü sıfırdır fakat yönü tanımlanmı` de�ildir. 

A

B

A

B

A

B

C=A+B
C=A+B

A
B

C

A

B

C

D
=
A

+
B

+
C
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7.2.6.Bir Vektörün Bir Skalerle Çarpımı: Bir  
→
A   vektörünün  k  skaleri ile çarpılması, 

büyüklü�ü 
→
A 9nın büyüklü�ünün k katı olan ve yönü k9nın pozitif veya negatif olmasına 

göre, 
→
A 9nın k ile aynı veya kar`ıtı olan bir  k

→
A  dır. E�er  k = 0 ise  k

→
A  = 0 dır.  

7.2.7. Vektör Cebrinin Özellikleri 
→
A ,   

→
B ,  

→
C    üç vektör ve k, r iki skaler sayı olmak üzere; 

1)
→

+
→

=
→

+
→

ABBA                                Toplama için de�i`me özelli�i 

2) ( ) ( )
→

+
→

+
→

=
→

+
→

+
→

CBACBA         Toplama için birle`me özelli�i 

3) ( ) ( ) ( )
→

=
→

=
→

AkrArkArk ......   Çarpma için birle`me özelli�i 

4) ( )
→

+
→

=
→

+ ArAkArk ..                           Çarpma için da�ılma özelli�i 

5) ( )
→

+
→

=
→

+
→

BkAkBAk ...                  Çarpma için da�ılma özelli�i 

Örnek: Bir araba tam kuzeye do�ru 3km yaptıktan sonra kuzeydo�uya do�ru 5km yol alıyor. 

Bu yer de�i`tirmelerini grafikle gösteriniz ve bile`ke yer de�i`tirmeyi;                

a)Grafikle,    b) Hesapla belirtiniz. 

Çözüm:a) Grafikle, 

 

Uzunluk yakla`ık 7.4 km9dir. Do�rultusu 61.5 kuzey-do�udur.                     

b)  Hesapla bulunması; 

OPQ üçgeninden kosinüs kuralına göre  

( )yaklaşık       7,43   C         

OPQ 

=+=−+=


−+=

2155215341355322523

2222

,Cos...

ABCosBAC


 

Sinüs kuralından; 

A

B

C
=

A
+

B

P

Q

135
°

45°
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' 3561ˆ2855,0
43,7

)707,0(3ˆsinˆsin

ˆsinˆsin

0====

=

PQO
C

QPOA
PQO

QPO

C

PQO

A

 

→
OQ  vektörünün büyüklü�ü 7,43km ve do�rultusu kuzey-do�u ( 45 o + 16 o 35ò ) = 61 o 35ò dır. 

7.3. Birim Vektör 

→→
=

→
uaa .  e`itli�ini sa�layan u vektörüne, a vektörü ile aynı do�rultu ve yöne sahip olan 

vektöre birim vektör denir. Buradan;  
→

→

=
→

a

a
u ,       

→
a    vektörünün do�rultu ve yönündeki 

birim vektör, 
→
a yı 1 ile çarpmak sureti ile bulunur. Kısaca uzunlu�u 1 olan vektöre birim 

vektör denir. 

7.4. Dik Birim Vektör 

Bir dik koordinat sisteminin pozitif x, y ve z eksenleri ile aynı yönde bulunan i, j ve k birim 

vektörleri dik birim vektörleridir. Aksi söylenmedikçe sa� dik koordinat sistemleri kullanılır. 

Ba`langıç noktaları çakı`ık olan ve aynı düzlemde bulunmayan 
→
A ,

→
B ve 

→
C    vektörleri 

verildi�ine göre, e�er sa� di`li bir vida A9 dan B9 ye 180o küçük bir açı kadar 

döndürüldü�ünde C yönünde ilerlerse
→
A ,

→
B ,

→
C  bir sa� sistem olu`turmaktadır denir. 

7.5. Bir Vektörün Bile`enleri  

Üç boyutlu uzayda herhangi bir
→
A , ba`langıç noktası bir dik koordinat sisteminin O ba`langıç 

noktasında bulunmak üzere gösterilebilirler. 

 

y

x

z

j

i

k

A i1

A j2

A k3

(A ,A ,A )1 2 3
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Ba`langıç noktası O olan bir A limit noktasının dik koordinatları  ( )
321

A,A,A
 

olsun.

→→→
3

,
2

,
1

AAA  , 
→
A 9nın sırasıyla x, y ve z yönündeki dik vektör bile`enleri, veya sadece bile`en 

vektörleri denir. 
→→→
k3Aj2Ai1A ,,  9 nın toplam veya bile`kesi  

→
A   dır

)
3

,
2

,
1

(
→→→

= kAjAiAA  dır. 

 
→
A 9 nın ( büyüklü�ü ) uzunlu�u; 2

3
2

2
2

1 AAAA ++=
→

iken özel olarak, O9yu (x, y, z) 

noktasına birle`tiren 
→
r yer vektörü;

→
+

→
+

→
=

→
kzjyixr ... ve uzunlu�u 2z2y2xr ++=

→
9dır. 

Ba`langıç noktası P ( x1, y1, z1 ) ve bitim noktası Q ( x2, y2, z2 ) olan vektör; P9 nin yer 

vektörü 
→

+
→

+
→

=
→

k1zj1yi1x1r ...   ve   Q9 nun yer vektörü : r x . i y . j z . k
2 2 2 2

→ → →→
= + +   olsun. 

Buna göre; 

→
−

→
=

→
12 rrPQ

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→
−÷

÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→
= k

2
zj

2
yi

2
xk

1
zj

1
yi

1
x  

→
−+

→
−+

→
−= ÷

ø
ö÷

ø
ö÷

ø
ö÷

ø
ö÷

ø
ö÷

ø
ö k.

1
z

2
zj.

1
y

2
yi.

1
x

2
x  

2

1
z

2
z

2

1
y

2
y

2

1
x

2
xPQ ÷

ø
ö

÷
ø
ö

÷
ø
ö

÷
ø
ö

÷
ø
ö

÷
ø
ö −+−+−=

→

 

 

7.6.Lineer Ba�ımlı ve Lineer Ba�ımsız Vektörler 

→→→
C    veB ,  A  vektörleri  ile k,r ve s skaler olmak üzere ; 

0=
→

+
→

+
→

CBkA  s r   

y

x

z

P(x ,y ,z )1 1 1

Q(x ,y ,z )2 2 2
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 e`itli�ini sa�layan hepsi aynı anda sıfır olmayan k, r, s  skalerleri varsa   
→→→
C    veB ,  A  

vektörlerine lineer ba�ımlı vektörler denir. Aksi halde yani, 

0=
→

+
→

+
→

CBkA  s r   

e`itli�i ancak k= r = s = 0 için sa�lanıyorsa 
→→→
C    veB ,  A  vektörlerine lineer ba�ımsız 

vektörler denir.  

Örnek:  
→
A = (1, 1, 0) ,  

→
B = (0, 1, 0) ,  

→
C = (1, 0, 1) vektörlerinin lineer ba�ımsız olduklarını 

gösteriniz. 

Çözüm: x, y, z bilinmeyen sabitler olmak üzere; 

x (1, 1, 0) + y(0, 1, 0) + z (1, 0, 1) = (0, 0, 0) 

 (x + z, x + y, z) = (0, 0, 0) 

Buradan sistemin çözümünden x = y = z = 0 bulunur.  

O halde, 
→→→
C    veB ,  A  vektörleri lineer ba�ımsızdır. 

Örnek:  
→
A =(1, 0, 1) ,   

→
B =(2, 1, 1) ,   

→
C  = (4, 3, 1) vektörlerinin lineer ba�ımlı olup 

olmadı�ını ara`tırınız.  

Çözüm:x, y, z bilinmeyen sabitler olmak üzere; 

x (1, 0, 1) + y (2, 1, 1) + z (4, 3, 1) = (0, 0, 0) olsun. 

(x + 2y + 4z, y + 3z, x+ y + z) = (0, 0, 0) olur. 

Buradan, 

x + 2y + 4z = 0 

        y + 3z = 0 

 x +  y + z  = 0 

homojen lineer denklem sistemi elde edilir. Sistemin sıfır çözümden ba`ka çözümlerinin 

olması için katsayılar matrisinin determinantı sıfır olmalıdır, buna göre sistemin katsayılar 

matrisinin determinantını bulalım: 

111

310

421

=1(1-3)+1(6-4)=0  oldu�undan, sıfır çözümden ba`ka çözümleri de vardır. 

→→→
C    veB ,  A lineer ba�ımlıdır. Determinantın de�eri sıfırdan farklı oldu�unda sıfır çözüm 

tek çözümdür. Bu durumda vektörler lineer ba�ımsızdır. 
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Örnek:  
→
A =(3,1,4),  

→
B =(-2,5,1),  

→
C =(4,7,9)vektörlerinin lineer ba�ımlı (yada lineer 

ba�ımsız oldu�unu ) olup olmadı�ını ara`tırınız. 

Çözüm:       x, y, z bilinmeyen sabitler olmak üzere, 
          x(3,1,4) + y(-2,5,1)+z(4,7,9)= (0,0,0) 

3x 2y 4z 0

x 5y 7z 0

4x y 9z

3 -2 4

1 5 7 0 olur.

4 1 90

− + =
+ + =
+

ü
 =ý

þ+ =

 

Lineer homojen denklem sistemini verir. Bu lineer homojen denklem sisteminin a`ikar  

çözümden ba`ka çözümleri vardır ve  � ∈ �ý   için x=-2p , y=-p ve z=p bir çözümdür. 

Yani verilen vektörler lineer ba�ımlı olup, herhangi bir 0p de�eri için ; 

2p. A  p. B  p. C  
→ → →

− − + =0 ve buradan   2 A  B  C  
→ → →

+ −   olur.  

Bu son ifade verilen vektörler arasındaki lineer ba�ıntıdır. 

Lineer ba�ımlılı�ın geometrik yorumu ise; 

• _imdi n=2 ve n=3 için, yani 2 ve 3 vektörün lineer ba�ımlı olmasının, geometrik 

olarak ne anlama geldi�ini görelim. a,b,c 0 olsun. 

•      ve
→→
BA lineer ba�ımlı oldu�unda x ve y9den en az biri sıfırdan farklıdır.  

Varsayalım ki, x 0 olsun. Dolayısıyla; 
x

y
m −=  olmak üzere   m 

→
=

→
BA yazılabilir. O halde 

iki vektör lineer ba�ımlıysalar paraleldirler. Tersine olarak, paralelseler lineer ba�ımlıdırlar. 

0=
→

+
→

+
→

CBAx z y  , yani 

→→→
CBA   ve,    

 lineer ba�ımlı vektörlerse  x,y ve z9 den en az  biri sıfırdan farklıdır. Bu  durumda; 

  
y

m ve
x

− =  olmak ü
z

n 
x

zere;− = A  m B  n C   yazılabilir.
→ → →

= +   

A  , B ve C  Bunun anlamı le aynı düzlemded i ir.

 

→ → →

  

O halde, üç vektör lineer ba�ımlıysa bunlardan biri di�er ikisinin lineer bile`kesi olarak 

yazılabildi�inden, üç vektör aynı düzlemdedir. 

 Tersine vektörü düzleminA  B  ve C 'nin A  B  Cde de�ilse, lineer ba�ımsızdır.
→ → → → → →

  

7.7. Skaler Çarpım 

ñCosBABA ..
→→

=
→→

   
 ( ðóñó0 ) 
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1) 
→→

=
→→

A.BB.A  

2) 
→→

+
→→

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→→
C.AB.ACB.A  

3) kBABkABAkBAk ....
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
=

→
+

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
 

4) 

0i.kk.jj.i

1k.kj.ji.i

=
→→

=
→→

=
→→

=
→→

=
→→

=
→→

 

5) olsun. vektör iki 
321

,
321

→
+

→
+

→
=

→→
+

→
+

→
=

→
kBjBiBBkAjAiAA  

 

3
.

32
.

21
.

1
. BABABABA ++=
→→

 

2
3

2
2

2
1

2.

2
3

2
2

2
1

2.

BBBBBB

AAAAAA

++=
→

=
→→

++=
→

=
→→

 

6)

 

0.00. =
→

=
→

AA  

7)
 

ñCosBABA ..
→→

=
→→

; ñ  bu vektörler arasındaki açıdır. 

old0 u�unda  ó ñ ó ð  A . B A.B A . B  olur.
→→ → →→ →

ó ó
 

7.7.1. Skaler Çarpım ile 1lgili Geometrik Yorumlar ve Sonuçlar 

ñCosBABA ..
→→

=
→→

, e`itli�i gösteriyor ki;  

1) 1ki vektörün skaler çarpımının mutlak de�eri bunlardan birinin uzunlu�u ile di�erinin bu 

vektör üzerindeki dik izdü`ümü olan vektörün uzunlu�unun çarpımına e`ittir. Özel olarak; 

örne�in
→
A birim vektör ise 

→→
B.A , 

→
B  vektörünün  

→
A  vektörü üzerindeki dik izdü`ümünün 

uzunlu�udur. Üstelik bu durumda 
→→→
A).B.A( vektörü,  

→
B   nin 

→
A   vektörü üzerindeki dik 

izdü`üm vektörüdür. 
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θ
→

A

 

 

ñ
co

s
→

A

0

 

                                 

 

 

θ
→

A

 

 

ñcos
→

B

0

 

 
 

 

 

2) Skaler çarpım ilgili vektörler arasındaki açıyı belirlemekte de kullanılır.  

      
→→

→→

=

BA .

A.B
cosñ veya analitik anlatımla;    

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211cos
BBBAAA

BABABA

++++

++
=ñ  

 

3) 

→
A     ile 

→
B    arasındaki açı; 

i. dar açı iken 0B.A þ
→→

, 

ii.  geni` açı iken 0B.A ü
→→

,   

iii. 0=ñ   iken 
→→
B ile A   aynı yönlü, 

iv. ðñ =   iken 
→→
B ile A   zıt yönlüdür. 

Böylece  ðñ ,0  ise yani cos 1 iseñ = ñ A / / B  olur.
→ →

 Ayrıca A 0 B  iken
→ →

    

A . B 0  ise
→ →

=   ve dolaycos 0 ısıylañ =  
2

ðñ =   dir. Tersine 
2

ðñ =  i bulunurse  A . B 0  
→ →

=    

Yani skaler çarpım iki vektörün dikli�ini karakterize eder.  

O halde ;  

                0.B A =
→→


→

⊥
→

BA   olur. Örne�in; taban vektörleri olan 
→→→
kji ,. için; 

                 0... =
→→

=
→→

=
→→

ikkjji    oldu�undan iki`er iki`er birbirlerine diktirler. 

Örnekler : 

1) 11.1.10Cosi.ii.i ==
→→

=
→→   
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2) 00.1.190Cosj.ij.i ==
→→

=
→→   

3) 
→→

+
→→

−
→→

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
−

→→
k.jj.j.3i.j.2kj3i2.j 3030 −=+−=  

4) ÷
ø
ö

÷
ø
ö →

+
→→

−
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→→
=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
ki.3.jki.3.i.2ki.3.ji.2  

→→
−

→→
−

→→
+

→→
= k.ji.j.3k.i.2i.i.6 60006 =−−+=  

 

7.8.Vektörlerin Do�rultu Açıları ve Do�rultman Kosinüsleri 

Herhangi bir )
3

,
2

,
1

( AAAA =
→

 vektörünün koordinat eksenleriyle yaptı�ı açılar sırasıyla 

321 ,, ñññ  olsun. 321 ,, ñññ  açılarına 
→
A 9nın do�rultu açıları denir. 321 cos,cos,cos ñññ  

sayılarına da 
→
A 9nın do�rultu(veya do�rultman) kosinüsleri denir. 

 
,cos

2
3

2
2

2
1 AAA

Ai
i

++
=

→

ñ
 
i= 1,2,3 bulunur. Buradan ; 1coscoscos 3

2
2

2
1

2 =++ ñññ olur. 

Böylece bir vektörün do�rultman kosinüsleri, bu vektör do�rultusundaki birim vektörün 

koordinatlarıdır demek yerinde olacaktır.  

2ñ

 

3ñ

 

1ñ
 

),,( 321 AAAA=
→

 

z

 

x

 

y

 

0

 

 

Örnek: kjiA ++=
→

, kjiB 32 +−=
→

 veriliyor. Bunların uzunluklarını, do�rultman 

kosinüslerini ve aralarındaki açının kosinüsünü bulunuz. 

2 2 2A 1 1 1 3 ve
→

= + + = ( ) ( ) ( ) 14914312 222 =++=+−+=
→

B  
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→
A 9nın do�rultman kosinüsleri  

3

1
coscoscos 3

2
2

2
1

2 =++ ñññ  

→

B 9do�rultman kosinüsleri 
14

3
cos,

14

1
cos,

14

2
cos 321 =

−
== òòò olur. 

Buna göre;          
42

4

14.3

3.1)1.(12.1
cos =

+−+
=ñ bulunur. 

7.9.Vektörel Çarpım 

               

→


→
=

→
BAC  dir.  ñSinBA  . B. A 

→→
=

→


→
   

)0( ðñ óó  

→


→
=

→
BAC yönü, A, B ve C bir sa� sistem olu`turacak tarzda A ve B nin düzlemine diktir.  

   E�er
→

=
→

BA  ise veya 
→→
BveA  paralel iseler  0θSin =  ve  0BA =

→


→
9dır.   

,
→
A    

→
B ,

→
C vektörleri ve onlara ait dik birim vektörler

→
i ,

→
j ,
→
k  ve r skaler olmak üzere 

a`a�ıdaki özellikler geçerlidir. 

1) )AB(ABBA
→


→

−=
→


→

−=
→


→

  

2) )CA()BA(CBA
→


→

+
→


→

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→


→
 

)()(
→


→

+
→


→

=
→


÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
ACABACB  

3) r.BAB.rABA.rBA.r ÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→

=÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→

=
→

÷
ø
ö

÷
ø
ö →

=÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→

 

4) 

 

i
®
´ i
®

= j
®
´ j
®

= k
®
´ k
®

= 0

i
®
´ j
®

= k
®

   ,  j
®
´ k
®

= i
®

   , k
®
´ i
®

= j
®  

5) E�er;
→

+
→

+
→

=
→

k
3

Aj
2

Ai
1

AA     ve    
→

+
→

+
→

=
→

k
3

Bj
2

Bi
1

BB     ise 

)1B.2A2B.1A.()1B.3A3B.1A.()2B.3A3B.2A.(

3B     2B     1B  
3A     2A    1A  

               

−
→

+−
→

−−
→

=

→→→

=
→


→

kji

kji

BA

 



 141 

6) 
→


→

BA  vektörü hem A   hemde  B
→ →

 vektörüne diktir. 

7)

 

→→→
−

→→→
=

→


→


→
ACBBCACBA )..().()(

 →→→
−

→→→
=

→


→


→
CBABCACBA )..().()(

 

2 2 2
2A B A .B (A.B)

→ → → → → →

 = −8)

 

  

 

A B  A  . B  . Sin
→ →→ →

 = ñ9)
, 

arasındaki, A i  açle ıB dır.
→ →

ñ   

Örnek :
→

+
→

+
→

=
→

k
3

Aj
2

Ai
1

AA   ,     
→

+
→

+
→

=
→

k
3

Bj
2

Bi
1

BB  ise 

3
B     

2
B     

1
B  

3
A     

2
A    

1
A  

               
→→→

=
→


→ kji

BA

 

oldu�unu gösteriniz. 

     Çözüm:
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→
=

→


→
k

3
Bj

2
Bi

1
Bk

3
Aj

2
Ai

1
ABA  

 

A
®

´ B
®

= A
1

i
®

´ B
1

i
®

+ B
2

j
®

+ B
3

k
®æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

+ A
2

j
®

´ B
1

i
®

+ B
2

j
®

+ B
3

k
®æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

+ A
3

k
®

´ B
1

i
®

+ B
2

j
®

+ B
3

k
®æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

= A
1

B
1

i
®
´ i
®

0

+ A
1

B
2

i
®
´ j
®

k
®

+ A
1

B
3

i
®
´ k
®

- j

+ A
2

B
1

j
®
´ i
®

- k
®

+ A
2

B
2

j
®
´ j
®

0

+ A
2

B
3

j
®
´ k
®

i
®

+A
3

B
1

k
®
´ i
®

j

+ A
3

B
2

k
®
´ j
®

- i

+ A
3

B
3

k
®
´ k
®

0

 

)...(k)...(j)...(iBA
1

B
2

A
2

B
1

A
1

B
3

A
3

B
1

A
2

B
3

A
3

B
2

A −
→

+−
→

−−
→

=
→


→

   i      j       k

A B   A     A      A   1 2 3
  B    

determinantına e`

  B      B1 2 3

it oldu�u görülür.

→ → →
→ →
 =  

 Örnek :
→


→→

−
→

+
→

=
→→

+
→

−
→

=
→

BAkj3i2Bk2ji3A    ise            ve nedir? 
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Çözüm: 
→


→

BA  
   3      2   

1-    3   
    

   1-    2   

2      3   
    

   1-    3   

2       
  

    1-       3       2   

2        1-      3   

             →
+

→
−

−→
=

→→→

= kj
1

i

kji

      

→
+

→
+

→
−= k11j7i5  

 

 

 

 

Örnek: Kö`eleri P ( 2, 3, 5 ), Q ( 4, 2, -1 ), R ( 3, 6, 4 ) olan üçgenin alanını bulunuz. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

PQ 4 2 i 2 3 j 1 5 k 2 i j 6 k

              PR 3 2 i 6 3 j 4 5 k i 3 j k

1 1
Üçgenin alanı  PQ PR 2 i j 6 k i 3 j k

2 2

:
→ → → → → → →

= − + − + − − = − −

→ → → → → → →
= − + − + − = + −

→ → → → → → →ö ö ö ö
÷ ÷ ÷ ÷=  = − −  + −
÷ ÷ ÷ ÷
ø ø ø ø

Çözüm

 

→
+

→
−

→
=

→→→

= k7j4i19
2

1
kji

2

1

  1-       3        1   

6-     1-      2   

              
2br426

2

1272)4(219
2

1
=+−+=  

7.10.Üçlü Çarpım 

Uzayda vektörlerinin bir vektörel ve bir skaler çarpımA   , B   ve ının bile`i i C m ne
→ → →

 

÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→→

÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→→→

÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→

CA.BCB.AC.BA   ,    ;    üç vektörün karma çarpımı denir. 

A   , B   ve  C  vektör  karmle a rini çarn pımı
→ → →

 ile ( A , gösB , C ) ter ir. il
→ → →

Yani,  karma 

çarpım;
→

+
→

+
→

=
→→

+
→

+
→

=
→→

+
→

+
→

=
→

kCjCiCkBjBiBkAjAiA
321

C      ve
321

B    , 
321

A için;
 

         

  3C      2C    1C   
3

B      
2

B    
1

B   
3

A     
2

A    
1

A   

.),,( =
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →


→→
=

→→→
CBACBA biçiminde bir determinant ile  tanımlanabilir. 

• Karma çarpım, vektörel çarpımla ilgili oldu�u için yalnızca üç boyutlu uzayın 

vektörleri için tanımlıdır. 
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1. ),,(),,(),,(),,(),,B( ),,(
→→→

−=
→→→

−=
→→→

−=
→→→

=
→→→

=
→→→

CABABCBCABACACCBA  

2. ),,(),,A( ),,(
→→

+
→→

=
→→→

+
→

=
→→→

CCrBACBBsCBA  

3. ),,At)(s,(r, ),,(
→→→

=
→→→

CBtCBsrA  

4. 0),,(),,A( ),,( =
→→→

=
→→→

=
→→→

ABABBBAA  

5. ),,(),,A( )D,C,(
→→→

+
→→→

=
→→→

+
→

DCBDCBA  

Lagrange Özde`li�i: AUzayda herhangi   , B ,  C ,  D
→→ → →

vektörleri için;  

A B . C D  A . C B. D  - A . D B . C
→ → → → →→ → → → →ö ö ö öö ö ö öö ö→ →ö ö ÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷  =÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ø ø ø ø ø øø ø ø øø ø

özde`li�i geçerlidir. 

NOT : ÷
ø
ö

÷
ø
ö →


→→

CB.A
 

çarpımına bazen üçlü skaler çarpım veya kutu çarpım denir ve 

ú
ú
û

ù

ú
ú
û

ù →→→
C   B   A  `eklinde gösterilir. ÷

ø
ö

÷
ø
ö →


→


→

CBA  çarpımına üçlü vektör çarpımı denir. 

 

 

7.11.Vektörel ve Karma Çarpımın Geometrik Yorumları 

(A,A,B) A.(A B) 0
→ → → → → →

=  =1) ve eşit(B, likA,B) leriB.( nin sonucu olara kA B) 0 
→ → → → → →

=  =  

vektörA B  ü hem
→ →
  A   hemde  B

→ →
 vektörüne diktir. Yani verilen iki vektöre (ve dolayısıyla 

da bu vektörlerin içinde bulundu�u veya paralel oldukları düzlemlere) de dik konumda 

bulunan bir vektör bulmak için bu vektörleri vektörel olarak çarpmak yeterlidir.  

AxB

 

→

A

 

→

B
0
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 A B  A  . B  . Sin A .h  oldu�undan2)
→ → →→ →

 = ñ =
   

nin uzA B  un u' lu�
→ →
  

→→
B    veA üzerinde 

kurulan paralelkenarın alanına e`ittir. Verilen 
→→
B    veA vektörlerini kenar kabul eden 

paralelkenarın alanı, 
→→
B    veA 9yi  kenar kabul eden üçgenin alanının iki katıdır.  

 

 

θ
→

A

 

ñsin=
→

Bh

0

 

 

 

A   ve  B3)
→ →

arasındaki açıyı a`a�ıdaki gibi bulabiliriz. 

→→

→→


=

BA

BA

.

sinñ   

    

Örne�in; di�er formüllerde e
A B

tan lde 
A

 edilebil
B

i
.

r.

→ →

→ →


ñ =    

 A 0 0 A 0 tanımından 
→ → →→ →

 =  =4)  A 0 B  iken
→→ →

      olması özA B el0   hali;
→→ →

 =  

0sin..00 =
→→


→

=
→


→


→

=
→


→

ñBABABA  
→→

= BA//,00sin ðññ olur. 

1ki vektörün paralel olması için gerek ve yeter ko`ul bunların vektörel çarpımlarının sıfır 

vektörü olmasıdır. Yani vektörel çarpım i`lemi paralelli�i belirlemekte de kullanılabilir. 

s

B

A

B

A

B

A
iBsiARsBA =

→

→

=
→

→

=
→

→


→

=
→

÷
→

=
→


→

3

3

2

2

1

10  

A   , B  ,  C Uzayda verilen herhangi vektörlerinin vektörel çarpımı o a l rak
→ → →

5)
 

A olsun. B C u  
→→ → →ö ö  =÷ ÷

ø ø
vektö mu rü he

→
 ý⃗ × þ⃗⃗ hem de ÿ⃗ vektörüne dik oldu�undan

 

nin oluşturdu�u düA ile B  vektörleri zleme paraleldir.
→ →

 ý⃗, þ⃗⃗, (ý⃗ × þ⃗⃗) × ÿ⃗ vektörleri aynı düzleme paralel konumdadırlar, dolayısıyla aynı düzlemde 

(e` düzlemli) vektörler olarak dü`ünülebilirler. 

 Ba`ka bir anlatımla,  ý⃗, þ⃗⃗, (ý⃗ × þ⃗⃗) × ÿ⃗ vektörleri ye ba�lı olmaksızın] lineer ba�ımlıdı[ C  ' rlar.
→
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 Uzayda  herhangi vektörlerinin oluşturdu�u paralelyüzA   , B  ,  lüyü ele a a .C lım l
→ → →

6)
  

ol( A, B, C ) A . B C A . B C .Cos B C . A .Cos   ur.
→ → → → → → → → → → → →ö ö=  =  ñ =  ñ÷ ÷

ø ø

 

 

Burada;   
→

CB  de�eri 
→→

CveB  üzerine kurulan paralelkenarın (söz konusu 

paralelyüzlünün tabanı)alanıdır. ñcos
→

= Ah  yüksekli�i oldu�undan )  ,  ,  (
→→→
CBA  karma 

çarpımı, 
→→→
CBA   ,  ,  vektörleri üzerine kurulan paralel yüzlünün hacmini gösterir.  Ayrıca 

→→→
CBA   ,  ,  vektörlerinin sırası koordinat eksenleri gibi sıralanmı`sa yani bir sa� sistem 

olu`turuyorlarsa bunların karma çarpımı pozitif aksi halde negatif bir sayıdır. Buna göre 
→→→
CBA   ,  ,  üzerine kurulan paralelyüzlünün hacmini bulmak )  ,  ,  (

→→→
CBA  için mutlak 

de�erini almak gerekir.

 

→

B

→

A

 

→

C

BxC

 

0

 
 

Özel olarak;  0)  ,  ,  ( =
→→→
CBA  ise

→→→
CBA   ,  ,  üzerine kurulan paralelyüzlünün hacmi sıfır 

demektir. Bu da 
→→→
CBA   ,  ,  aynı düzlemde (e` düzlemli)olması demektir. O halde uzayda üç 

vektörün e` düzlemli(yani lineer ba�ımlı)olması için gerek ve yeter ko`ul onların karma 

çarpımlarının sıfır olmasıdır. 

 ( A   , B  ,  C ) 0 A, B , C  eş düzlemli

                               A , B , C Lineer Ba�ımlı

→ → →→ → →
= 

→ → →


 

                                                           
        0 

  3C      2C    1C   
3

B      
2

B    
1

B   
3

A     
2

A    
1

A   

=
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( A   , B  ,  C ) 0 A, B ,Dolayısıy C  eş düla; zlemli de�il
→ → →→ → →

 

 

bağımsızlineer  
→→→

 CBA ,,                

   A     A      A
1 2 3

   B     B       B  0  
1 2 3

   C     C       C   1

yazılabilir. Ayr a

3

,

2

ıc 

üzerine kurulan paralelA   , yüzl B  ,  C  ünün hacmi
→ → →

 ;

   A     A      A
1 2 3

V ( A, B , C )    B     B       B  0   olur.         
1 2 3

   C     C       C   1 2 3

→ → →
= = =

 

7.12.Vektör Analizinde Aksiyomatik Yakla`ım  

 

→
+

→
+

→
=

→
k.zj.yi.xr   vektörünün bir koordinat sistemine göre ( )z,y,x  bile`enleri bilindi�i 

zaman vektör belirtilmi` olur.Bir üç boyutlu vektör ( )3A,2A,1A   reel sayılardan olu`an bir 

sıralı üçlüdür.   

( ) ( ) ( )3C,2C,1CC  ve  3B,2B,1BB   ,3A,2A,1AA =
→

=
→

=
→

 olarak verilsin. Buna göre; 

1) dir.    ise      ,     , 
→

=
→→

=
→→

=
→→

=
→

BA3B3A2B2A1B1A  

2) ( )3B3A  ,  2B2A  ,  1B1ABA +++=
→

+
→

 

3) ( )3B3A  ,  2B2A  ,  1B1ABA −−−=
→

−
→

 

4) ( )0,0,00 =
→

 

5) ( ) ( )3kA,2kA,1kA3A ,2A ,1AkAk ==
→

 

6) ( )3B3A 2B2A 1B1AB.A ++=
→→

 

7) 
→
A nın büyüklü�ü veya uzunlu�u;

→
+

→
+

→
=

→→
=

→ 2
3

A2
2

A2
1

AA.AA  

Bu tanımlardan;  

 

i) A
®

+ B
®

= B
®

+ A
®

     ii) A
®

+ B
®

+ C
®æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

= A
®

+ B
®æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

+ C
®

     iii) A
®

. B
®

+ C
®æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

= A
®

. B
®

+ A
®

. C
®
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gibi özellikler elde edilir. 

7.12.1.Birim Vektörler : ( ) ( ) ( )1,0,0k  ,  0,1,0j  ,  0,0,1i
→→

=
→

 olarak tanımlansın. 

→
+

→
+

→
=

→→
+

→
+

→
=

→
k

3
Bj

2
Bi

1
BB     ,      k

3
Aj

2
Ai

1
AA    olsun. Buna göre; 

( ) 
1

B
221

 , 
3

B
113

  , 
2

B
332

ABAABAABABA −−−=
→


→

 bulunur. 

θθ Sin.B.ABACos.B.A. =
→


→

=
→→
BA  

Örnekler : ( ) ( ) ( ) ( )2,0,0   ,1,1,0C   , 4,1,3B   , 2,0,1 −− DA  noktaları verilmektedir 

a) ÷
ø
ö

÷
ø
ö →

+
→→

+=
→

+
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
ADBCACADBCAC  oldu�unu gösteriniz. 

b) 0BAAB =
→

+
→

 oldu�unu gösteriniz. 

c) 
→

=
→

+
→

+
→

ADCDBCAB  oldu�unu gösteriniz. 

d) ÷
ø
ö

÷
ø
ö →

+
→

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
BCABDCAB   ,   23  hesaplayınız. 

 

 

 

Çözüm: 

a)Vektörlerin toplama kuralına göre ;
→

−
→→

= OAOCAC   ise ( ) ( )A 1,0,2  , C 0, 1,1  için− yer vektörleri; 

A

O C

 

 

 

 

 

 

 

→
−

→
−

→
−=

→
−

→
−

→
+

→
−=

→
−

→
=

→




þ




ý

ü

→
+

→
−=

→
=

→

→
+

→
=

→
=

→

kjikikjACAC

kjCOC

kiAOA

2

2
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Benzer yoldan:  

→
−

→
−

→
−=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
−+

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
−

→
−+

→
−

→
−

→
−=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→

→
−

→
−

→
−=

→
−

→
−

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
−

→
−+

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
−

→
−=

→
+

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→

→
−

→
−=

→→
−

→
−

→
−=

→

kjikikjikjiADBCAC

kjikikjikjiADBCAC

kikji

8354323

8354323

4AD      ,      323BC

 

b) 0=÷
ø
ö

÷
ø
ö →

−
→

+÷
ø
ö

÷
ø
ö →

−
→

=
→

+
→

OBOAOAOBBABA  

c)
→

=
→

−
→

=÷
ø
ö

÷
ø
ö →

−
→

+÷
ø
ö

÷
ø
ö →

−
→

+÷
ø
ö

÷
ø
ö →

−
→

=
→

+
→

+
→

ADOAODOCODOBOCOAOBCDBCAB    

d)
→

+
→

+
→

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
−+

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→
=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
kjikjkjiAB 126322232DC3

 

→
−

→
−

→
−=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
−

→
−+

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→
=

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
kjikjikjiAB 32322BC  

2) ise;    C     B          
→

−=
→

+
→

+
→

=
→

−
→

+
→

=
→

jkjikjiA 54232  

a)  C  ,  B  ,  A
→→→

b)  B    A    ,  BA
→

+
→→

+
→

c)  B  -  A    ,  BA
→→→

−
→

  hesaplayınız. 

Çözüm : 

a) 7416,3149412)3(2221A =++=−++=
→

 

    
58254211614242122 ,B =++=++=

→
   

    ( ) 525C =−=
→

 bulunur. 

b)  kj3i3BA
→

+
→

+
→

=
→

+
→

 

3588,419199BA =++=
→

+
→

→ 3241,85825,47416,32114BA =+=+=
→

+
→
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c)

( )

( ) 141.75127212)1(7- )k4 j 2i(-)32(

8409.02114242122232221

==−++−=−+=
→

+
→

+
→→

−
→

+
→

=
→

−
→

−−=++−−++=
→

−
→

→→→

kjikjiBA

BA

 

3)   k3j2iB        k5j4i2A
→

+
→

+
→

=
→

−
→

+
→

=
→

olsun. Buna göre; 

a)
→
a     b)

→
+

→
BA     c)

→
−

→
BA vektörlerinin  do�rultusundaki  birim vektörleri  bulunuz  

Çözüm :  a)Verilen  bir  vektör  do�rultusundaki  birim vektör; 

45

k5

45

j4

45

i2

25164

k5j4i2

252422

k5j4i2

A

A
a

→

−

→

+

→

=
++

→
−

→
+

→

=
++

→
−

→
+

→

=→

→

=  

b)
→

−
→

+
→

=
→

+
→

+
→

+
→

−
→

+
→

=
→

+
→

k2j6i3k3j2ik5j4i2BA  

→
−

→
+

→
=

++

→
−

→
+

→

=
+

→
+

→

=
→

k
7

2
j

7

6
i

7

3

4369

k2j6i3

2B2A

BA
n  

c)
→

−
→

+
→

=
→

−
→

k8j2iBA →
→

−
→

+
→

=
++

→
−

→
+

→

=
→

k
69

8
j

69

2
i

69

1

6441

k8j2i
n  

4) göre; .Buna veriliyorC   ,     24B     ,    2
→

−
→

=
→

+
→

−
→

=
→

+
→

−
→

=
→

kikjikjiA  

a) 
→→

=
→→

A.BB.A     b) .gösterinizolduğunu  CABACB.A
→→

+
→→

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→→
..  

( ) ( )

( ) ( )

) A . B a b a b a b 2.1 1 . 4 1.2 8
1 1 2 2 3 3

                   B . A b a b a b a 1.2 4 . 1 2.1 8
1 1 2 2 3 3

 :
→ →

= + + = + − − + =

→ →
= + + = + − − + =

Çözüm a
 

( ) ( ) ( )

) B C i 4 j 2 k i k 2 i 4 j k

    A . B C 2. 2 1 . 4 1.1 9

 
→ → → → → → → → → →
+ = − + + − = − +

→ → →ö ö
÷ ÷+ = + − − + =
÷ ÷
ø ø

b
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

A B 2.1 1 . 4 1.2 2 4 2 8 A . B C A . B A . C  9

A . C 2.1 1 . 0 1. 1 2 1 1

→ → → → →ö ö → → → →
÷ ÷+ = + − − + = + + =  + = + =
÷ ÷
ø ø

→ →
= + − + − = − =

 

5)
→

+
→

+
→

−=
→→

+
→

=
→

k3j4iB   ,     k2iA    vektörleri arasındaki açının kosinüsünü bulunuz. 

Çözüm : A . B A . B .Cos        
→ → → →

= ñ A 1 4 5
→

= + = 
   

269161B =++=
→

 

( ) bulunur.  55        52.30.4B
26

5
CosCos.26.1.1.A =ññ==++−=

→→
 

6)
→

+
→

+
→

=
→→

+
→

+
→

=
→

kmji2B  ,    vek4jmiA vektörleri verilmektedir. Bu iki vektörün 

birbirlerine dik olabilmesi için  8m9  ne olmalıdır? 

Çözüm: Aradaki açının kosinüsü sıfır oldu�unda  A ve B vektörleri birbirine dik olur. 

0θ       θCos .B.AB.A =
→→

=
→→

 

( ) olur.  4,0
5

2
m25m  0m.41.m2.1B.A       0B.A ====++−=

→→
=

→→
 

7)
→

+
→

+
→

=
→→

+
→

+
→

=
→

k
1

bj
1

bi
1

bB  ,nün    vektörük
1

aj
2

ai
1

aA   vektörü üzerindeki dik  

izdü`ümünü bulunuz. 

Çözüm:A vektörünün B vektörü üzerindeki  dik izdü`ümü `ekildeki gibidir.  

A

Bd

θ
 

→→

→→

=
→

=
B.A

B.AθCos   ,    θCos.Ad    ve  →

→→

=
B

BA
d

.
 

8)  k2j2iB   ünün,    vektörk6j3i2A
→

+
→

+
→

=
→→

+
→

−
→

=
→

   vektörü üzerindeki dik 

izdü`ümünü bulunuz. 

θCos.B.AB.A  
→→

=
→→
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Çözüm :

 

→

→→

=
B

BA
d

.

3

8

3

1262

441

2.62).3(1.2
=

+−
=

++
+−+

=
 

 

9)
→

+
→

=
→→

+
→

=
→

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
+

→
=

→
ji-C  ,     j2iB   ,    k3j2iA    oldu�una göre; 

) )a A B    ,   A C      b     C A  2B
→ →ö ö→ → → → →
÷ ÷  − 
÷ ÷
ø ø

 ifadelerini bulunuz. 

Çözüm :a)

  

A
®
´ B
®

=

    i 
®

      j 
®

        k 
®

    1        2       -3

    1        2         0    

   = i
®

6( ) - j
®

3( ) +  k
®

2 - 2( ) =  6i 
®

  -  3  j 
®

   

 ( ) ( ) ( )
→

+
→

+
→

=+
→

+−
→

−
→

=

→→→

=
→


→

k   3 j 3 i 321k 3j3i   

    0         1        1-  

3-       2        1    

k          j       i    

CA  

) C A 2 B

C A i j - i 2 j 3 k i j - i 2 j 3 k -2 i j 3 k

→ → →ö ö
÷ ÷− 
÷ ÷
ø ø

→ → → → →ö ö→ → → → → → → → → →
÷ ÷− = − + + − = − + − + = − +
÷ ÷
ø ø

b

 

( ) ( ) ( )
→

−
→

+
→

−=−
→

+−
→

−−
→

=

→→→

=
→


÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
k 6j6i126k6j12i   

    0         4         2    

3         1 -       2-   

k          j         i     

2 BAC  

10) ( ) ( ) ( )0,0,1 C     ve0,1,0 B    , 1,0,0A  noktalarının meydana getirdikleri düzleme,  

A noktasında dik olan birim vektörü ifade ediniz. 

Çözüm :
→

+
→

−=
→→

+
→

−=
→

kijiAB AC         
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( ) ( ) ( )
→

+
→

+
→

=
→

+−
→

−
→

=

→→→

=
→


→

k ji1k 1j1i   

    1          0        1-  

0          1        1-  

k           j       i    

ACAB  

   
3

 

 
3111  

kji

ACAB

ACAB
 nACAB 

→
+

→
+

→

=
→


→

→


→

==++=
→


→

 

11) ( ) ( ) ( )2,-1,3 C      ve1,1,1 B    ,    1,2,3-A  noktalarının meydana getirdi�i düzleme  A 

noktasında dik olan birim vektörü ifade ediniz. 

 Çözüm: 

 

AC 
®

= 3,-3,0( )

AB 
®

= 2,-1,-2( )

   ise  
→

+
→

+
→

=

→→→

=
→


→

k 3j6i6   

    2 -       1-      2    

0        3-      3    

k          j       i    

ACAB  

3

kj2i2

9

)kj2i2(3

93636

k3j6i6
n

→
+

→
+

→

=

→
+

→
+

→

=
++

→
+

→
+

→

=
→

 

 

12) ( ) ( ) ( ) 0,1,1  C ,  1,1,0  B,  1,0,1  A noktalarının meydana getirdikleri üçgenin alanı nedir? 

:Çözüm  

( )

( )

AB B-A -1,1,0

AC  C-A 0,1,-1

→ ü
= = 

ý→ 
= = þ

 ( ) ( ) ( )
    i       j        k 

AB AC   -1        1        0    i -1 - j 1 k -1 - i - j - k

    0       1       -1    

→ → →
→ → → → → → → →

 = = + =  

( ) 2br3
2

1
ACAB

2

1
ABCS =

→


→
=  

13)
→

=
→→

−=
→→

=
→

k3C   ,   jB   ,  iA    vektörlerinin olu`turdu�u paralel yüzlünün hacmi nedir?  
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Çözüm : =
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →


→→
CBA .  VABC = Paralel yüzlünün hacmi 

      i-3   

   3       0     0   

0       1-    0   

k        j     i   

CB
→

=

→→→

=
→


→

ise ( ) ( ) 33brV    3,0 ,0 3- . 0, 0, 1CB.A =−==
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →


→→
 

14) A (-1,2,3), B (0,-4,7) ve C(-5,1,0) veriliyor. Buna göre; 

a)
→
A vektörünün 

→
B vektörü üzerine izdü`üm vektörünü bulunuz. 

Çözüm: 

 →

→→

=
B

B.A
d 

65

13

4916

218

7)4(

7.3)4.(20).1(
d

22
=

+
+−

=
+−

+−+−
=  

b)
→
A vektörünün 

→
C vektörü üzerine izdü`üm vektörünü bulunuz. 

Çözüm: 

 →

→→

=
C

C.A
d

26

7

26

25

15

031251
22

=
+

=
+−

++−−
=

)(

..)).((
 

c)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin meydana getirdikleri paralel yüzlünün hacmini bulunuz. 

Çözüm: 

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →


→→
CB.A  Paralel yüzlünün hacmi 

→
−

→→
=

→→→

=
→


→

k20j35-i -7  

   0      1      5- 

7      4-    0   
   

 k      j     i   

CB  

( ) ( ) 3brV    ,-20 ,-35 7- .  ,2 1231233,1CB.A =−=−=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →


→→
 

d)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin meydana getirdikleri üçgenin alanını bulun. 
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Çözüm: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

) AB B A 0 ( 1) i 4 2 j 7 3 k i 6 j 4 k

AC C A 5 ( 1) i 1 2 j 0 3 k 4 i j 3 k

1 1
Üçgenin alanı  AB AC i 6 j 4 k 4 i j 3 k

2 2

→ → → → → → →
= − = − − + − − + − = − +

→ → → → → → →
= − = − − − + − + − = − − −

→ → → → → → → →ö ö ö ö
÷ ÷ ÷ ÷=  = − +  − + − −
÷ ÷ ÷ ÷
ø ø ø ø

d

 

( ) ( ) ( )
→

−
→

+
→

=−−
→

++−
→

−+
→

=

→→→

=
→


→

k jik ji   

    3-        1-       4-  

4         6-       1    

k           j       i    

251322241163418ACAB  

=
→


→

ACAB
2

1 2br2)25(213222
2

1
−++  

e)
→→
B  ,  A  vektörleri arasındaki açının kosinüsünü hesaplayınız. 

Çözüm: 

 
6514

13

272)4(23222)1(

7.3)4.(20).1(

B.A

B.AθCos =
+−++−

+−+−
=→→

→→

=  

f)
→→
B   ,    A  vektörlerinin meydana getirdi�i paralel kenarın alanını hesaplayınız. 

Çözüm: 

    i       j          k 

A B    -1         2         3    26 i 7 j  4 k

    0       -4        7    

→ → →
→ → → → →
 = = + +   

2427226BA ++=
→


→

 

g)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin do�rultularındaki birim vektörleri bulunuz. 

Çözüm: 

   
14

k3

14

j2

14

i

23222)1(

k3j2i
→

+

→

+

→

−=
++−

→
+

→
+

→
−

=→

→

=
A

A
a  
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65

k7

65

j4

272)4(

k7j4
→

+

→

−=
+−

→
+

→
−

=→

→

=
B

B
b  

26

j

26

i5

212)5(

ji5
→

+

→

−=
+−

→
+

→
−

=→

→

=
C

C
c  

h)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin meydana getirdi�i düzleme A noktasında dik olan birim 

vektörü bulunuz. 

Çözüm: 

) AB B A i 6 j 4 k

AC C A 4 i j 3 k

→ → → →
= − = − +

→ → → →
= − = − − −

h

 

→
−

→
+

→
=

→→→

=
→


→

k ji   

    3-        1-       4-  

4         6-       1    

k           j       i    

251322ACAB  ise =
++

→
+

→
+

→

=
223219222

k23j19i22
n  

15)
→

+
→

−=
→

k3j2A ;
→

−
→

+
→

=
→

k4j3iB ;
→

+
→

−=
→

k6i5C veriliyor. 

a)
→
A vektörünün 

→
B vektörü üzerine izdü`üm vektörünü bulunuz. 

→

→→

=
B

B.A
d 

26

18

1691

126

)4(31

)4.(33).2(1.0
d

222

−
=

++
−−

=
−++

−+−+
=  

b)
→
A vektörünün 

→
C vektörü üzerine izdü`üm vektörünü bulunuz. 

→

→→

=
C

C.A
d

61

18

60)5(

6.30).2()5.(0
d

222
=

++−

+−+−
=  

c) 
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin meydana getirdikleri paralel yüzlünün hacmini bulunuz. 

=
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →


→→
CB.A  VABC = Paralel yüzlünün hacmi 
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   i     j       k 

B C    1      3      -4 18 i 14 j 15 k

 -5      0       6   

→ → →
→ → → → →
 = = + + 

 

( ) ( ) 3A . B C 0 ,-2 ,3 . 18 ,14 ,15 27br
→ →ö ö→
÷ ÷ = =
÷ ÷
ø ø

 

 

d)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin meydana getirdikleri  üçgenin alanını bulun. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
+

→
+

→
−

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö →
−

→
+

→
=

→


→
=

→
+

→
+

→
−=

→
−+

→
−−+

→
−−=−=

→

→
−

→
+

→
=

→
−−+

→
−−+

→
−=−=

→

k3j2i5k7j5i
2

1
ACAB

2

1
  alanıÜçgenin 

k3j2i5k36j)2(0i05ACAC

k7j5ik34j)2(3i01ABAB

 

( ) ( ) ( )
→

+
→

+
→

=+
→

+−
→

−+
→

=

→→→

=
→


→

k 27j32i29252k 353j1415i   

    3         2        5-  

7-        5        1    

k           j       i    

ACAB  

=
→


→

ACAB
2

1 2br2594
2

1227232229
2

1
=++  

e)
→→
B  veA  vektörleri arasındaki açının kosinüsünü hesaplayınız. 

2613

18

2)4(2321232)2(20

)4.(33).2(1.0

B.A

B.A
Cos

−
=

−+++−+

−+−+
=→→

→→

=ñ  

f)
→→
B    veA  vektörlerinin meydana getirdi�i paralelkenarın alanını hesaplayınız. 

→
+

→
+

→
−=

→→→

=
→


→

k2 j3i   

    4-       3         1    

3         2 -      0    

k           j       i    

BA  

1422232)1(BA =++−=
→


→

br2 

g)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin do�rultularındaki birim vektörleri bulunuz. 
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13

k3

13

j2

232)2(20

k3j2i0

A

A
a

→

+

→

−=
+−+

→
+

→
−

→

=→

→

=  

26

k4

26

j3

26

i

2)4(2321

k4j3i

B

B
b

→

−

→

+

→

=
−++

→
−

→
+

→

=→

→

= ve  

61

k6

61

i5

26202)5(

k6j0i5

C

C
c

→

+

→

−=
++−

→
+

→
+

→
−

=→

→

=

    

olarak bulunur. 

h)
→→→
CBA     ve   ,  vektörlerinin meydana getirdi�i düzleme A noktasında dik olan birim 

vektörü bulunuz. 

→
+

→
+

→
−=−=

→→
−

→
+

→
=−=

→
k3j2i5ACAC    ve     k7j5iABAB  

→
+

→
+

→
=

→→→

=
→


→

k 27j32i29   

    3          2       5-  

7-        5        1    

k           j       i    

ACAB   ise 
227232229

k27j32i29
n

++

→
+

→
+

→

=  

 

 

 

Soru 

A(-2, 3, -1)     1. �ýþÿ = ? 

B(-1, 0, 2)       2. þýþÿ = ? 

C(3, -1, 4)       3. A ve B için cosñ =?d =? S=? 

 

Cevap 

1. �ýþÿ =  (22 3 2121 0 23 21 4 ) =  22(0 + 2) 2 3(24 2 6) 2 1(1 2 0) =  24 + 30 21 = 25��2 

2. þýþÿ =  12 |ýþ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  � ýÿ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | ýþ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = þ⃗⃗ 2 ý⃗ = ÿ 2 3Ā + 3ā ýÿ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ÿ⃗ 2 ý⃗ = 5ÿ 2 4Ā + 5ā 

 ýþ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  � ýÿ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (ÿ Ā ā1 23 35 24 5) = ÿ(215 + 12) 2 Ā(5 2 15) + ā(24 + 15) 
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ýþ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  � ýÿ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  23ÿ + 10Ā + 11ā þýþÿ =  √(23)2 +  102 + 112 =  :2802  

 

3.a.    þ = |ý � þ| ý⃗ � þ⃗⃗⃗⃗ =  ( ÿ Ā ā22 3 2121 0 2 ) = ÿ (6 2 0) 2 Ā(24 2 1) + ā(0 + 3) =  6ÿ + 5Ā + 3ā 

 þ = √62 +  52 + 32     = 70��2
 

 

3.b. 

 |ý⃗| = √(22)2 + 32 + (21)2 = √14 |þ⃗⃗| = :(21)2 +  02 + 22 = √5 

 ý⃗. þ⃗⃗ = (22). (21) + 3 .0 +   (21). 2 = 0 cos � =  ý⃗. þ⃗⃗|ý⃗||þ⃗⃗| =  0√14√5 

 

16) Seri ba�lı A ve B yüklerinin gerilimleri sırasıyla 60
a

U V=  ve 90
b

U V=  olarak 

verilmektedir. 

a) 
b

U , 
a

U 9dan 90° geri fazda, 

b) 
b

U , 
a

U 9dan 60° ileri fazda, 

olması durumlarında toplam gerilimi ( )t
U  ve faz açısını ( )ñ  hesaplayınız.? 

Çözüm:a) 
2 2 2 260 90 108,16

60
0,554 56,35

108,16

t a b

a

t

U U U V

U
Cos

U
ñ ñ

= + = + =

= = =  = ð
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b) 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

60 60 60 90 60 90 60

105 77,94 130,76

60 105
0,803 36,58

130,76

t a b b

t

a b

t

U U U Cos U Sin Cos Sin

U V

U U Cos
Cos

U
ñ ñ

= +  ð +  ð = +  ð +  ð

= + =

+  ð
= = =  = ð

 

17) _ekilde birbirine paralel ba�lı A, B, C yüklerinin çektikleri akımlara ait vektör diyagramı 

görülmektedir. Akımların büyüklükleri 12
a

I A= , 10
b

I A=  ve 15
c

I A=  olarak verildi�ine 

göre toplam akımı ve x- ekseni ile yaptı�ı açıyı bulunuz. 

 

Çözüm: Tüm akımların x ekseni izdü`ümlerinin toplamı; 

30 65 12 10 30 15 65 27
x a b c

I I I Cos I Cos Cos Cos A= +  ð+  ð = +  ð +  ð =  

Benzer `ekilde Tüm akımların y ekseni izdü`ümlerinin toplamı; 

30 65 10 30 15 65 8,6
y b c

I I Sin I Sin Sin Sin A=  ð −  ð =  ð +  ð = −  

2 2 2 227 8,6 28,3t x yI I I A= + = + =
27

0,954 17
28,3

= = =  = ðx

t

I
Cos geri

I
ñ ñ  

18) 1 10i Sin t= 
 

( )2 14,1 60i Sin t=  − ð akımlarının etkin de�erlerini vektörel olarak 

gösteriniz. Bu iki akımın bile`kesi olan toplam akımı ve -x- ekseni ile yaptı�ı açıyı bulunuz. 

Genel ifadesini yazınız. 

Çözüm: Sinyalin periyodu T=2ð/a=2ð9dir. Periyodu 2ð olan bir sinyalin etkin de�eri I = ����√2  

1 1max 1

10
10 10 7,07

2
i Sin t I A ve I A=   = = =  
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( )2 2max 2

14,1
14,1 60 14,1 10

2
i Sin t I A ve I A=  − ð  = = =  

Buna göre vektör diyagramı a`a�ıdaki gibi çizilir. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

1 2 2

2 2

12

1 2

60 60 7,07 10 60 10 60

12,07 8,66 14,85

60 8,66
0,707 tan 0,707 35,64

60 12,07

t

t

I I I Cos I Sin Cos Sin

U A

I Sin
Tan

I I Cos
ñ ñ −

= +  ð +  ð = +  ð +  ð

= + =

 ð
= = =  = = ð

+  ð

 

Bile`ke akımın maksimum de�eri max 2 14,85 2 21
t t

I I A=  =  =  

Bile`ke akımın genel ifadesi ( )21 35,64
t
i Sin t=  − ð  

19) 

 

_ekildeki devrede ( )30 377 60
a

v Sin t=  + ð  ve  

( )50 377 30
b

v Sin t=  + ð verildi�ine göre giri` geriliminin 

genel ifadesini bulunuz. 

Çözüm: ( ) 30
30 377 60 30 21,2 60 10,6 18,35

2
a a

v Sin t V V j V=  + ð  =  ð =  ð = +  

( ) 50
50 377 30 30 35,3 30 30,57 17,65

2
b b

v Sin t V V j V=  + ð  =  ð =  ð = +  

( ) ( )10,6 18,35 30,57 17,65 41,17 36 54,8 41,2
giriş a bE V V j j j V V= + = + + + = + =  ð  

( ) ( ) ( )max 54,8 2 377 41,2 71,5 377 41,2
girişe e Sin t Sin t Sin t V =  + =   + ð =  + ð  

 

20) _ekildeki yıldız ba�lı dengesiz sistemde nötr hattından geçen akımları bulunuz ve 

sistemin vektör diyagramını çiziniz. 

 



 161 

 

Çözüm: Fonksiyonun tanımı; 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

220 90
27,5 90

8 0

220 60
27,5 30

8 30

220 150
36,66 105

6 45

V
I A

Z

V
I A

Z

V
I A

Z

− ð
= = = − ð

 ð

 ð
= = =  ð

 ð

 ð
= = =  ð

 ð

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2 3

27,5 90 27,5 30 36,66 105

27,5 90 90 27,5 30 30 36,66 105 105

27,5 23,82 13,75 9,488 35,41 14,332 21,66

25,97 56,5

N

N

N

N

N

I I I I

I

I Cos jSin Cos jSin Cos jSin

I j j j j A

I A

= + +

= − ð+  ð+  ð

= − ð+ − ð + ð + ð + ð + ð

= − + + − + = +

=  ð

 

 

ALI_TIRMALAR 

1) A(-3, 6, 4 ) ve B(-1, 4, 2 ) vektörleri verildi�ine göre; 

 a) ?cos =ñ b) d=?  c)S=?  d) a=?   e) b=? 

2) Kö`eleri A(-2, 3, 4 ), B(1, -5, -3 ) ve C(-2, 4, -3 ) olan üçgenin alanı nedir ? 

3) Kenarları A(2, -3, -4 ), B(-1, 3, 2 ) ve C(-3, 4, 5 ) olan dörtyüzlünün hacmi nedir ?

A 2 i 3 j k
cos ?,d ?,S ?

  B 3 i 4 j 5 k

→ → → → ü= + −  ñ = = =ý→ → → →
= − − + þ

4)
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A 2 i 3 k

  B 4 i 5 j

   C 3 i j 2 k

→ → → ü= − + 
→ → → = − ý

→ → → →
= − −
þ

5)

 veriliyor. Kenarları A, B, C olan paralel yüzlünün hacmi nedir ? 

A i 2 j 3 k

  B 4 i 3 j

  C 2 j 5 k

→ → → →ü= − + 
→ → → = − ý

→ → →
= − +
þ

6)

 vektörleri veriliyor. Kö`eleri A, B, C olan üçgenin alanı nedir? 

7)Kö`eleri A(-2, 3, 1 ), B( 1, 0, -3 ) ve C( 0, 4, -1 ) olan üçgenin alanı nedir? 

 

8)Kö`eleri A( 1, -3, 0 ), B(-1, 4, -2 ) ve C( 0, 2, -5 ) olan dörtyüzlünün hacmi nedir? 

 

9)A( 3, 0, -4 ) ve B(-2, 4, -1 ) vektörleri verildi�ine göre; 

a) ?cos =ñ b)d=?c)S=?d)a=?e)b=? 

A 2 i 3 j 2 k

    B i 2 j 4 k

    C 3 i 4 j

→ → → →ü= − + 
→ → → →= − + + ý

→ → →
= −
þ

10)

 vektörleri veriliyor.A ve B vektörleri arasındaki ; 

a) ?θcos =  b)d=?  c)S=?  d)a=?  e)b=?  f) Kö`eleri A, B, C olan üçgenin alanı nedir ? 

g) Kenarları A, B, C olan paralel yüzlünün hacmi nedir ? 

A 2 i 3 j k
cos ?,d ?,S ?

    B 3 i 4 j 5 k

→ → → → ü= + −  ñ = = =ý→ → → →
= − − + þ

11)
 

A 3 i 2 j

    B 2 i 4 j k

    C 2 j 5 k

→ → → ü= − 
→ → → →= − + − ý

→ → →
= − −
þ

12)

 vektörleri veriliyor.Kenarları A, B, C olan üçgenin alanı nedir ? 

A 2 i j 3 k

    B 3 i 2 j k

    C i 3 j 4 k

→ → → → ü= − + 
→ → → → = − − ý

→ → → →
= − + −
þ

13)

 veriliyor. Kenarları A, B, C olan paralel yüzlünün hacmi nedir ? 
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A 2 i 3 j 4 k
cos ?,d ?,S ?

    B i 2 j 3 k

→ → → →ü= − +  ñ = = =ý→ → → →
= − + + þ

14)
 

A 3 i 2 j

    B 2 i 4 j 3 k

    C 2 j 5 k

→ → → ü= − + 
→ → → →= − + + ý

→ → →
= −
þ

15)

 vektörleri veriliyor.Kö`eleri A, B, C olan üçgenin alanı nedir ? 

A 2 i 3 j 4 k
cos ?,d ?,S ?,a ?,b ?

     B 2 i j 5 k

→ → → →ü= − + −  ñ = = = = =ý→ → → →
= − + − þ

16)

 


