10. BOLUM

TUREVIN UYGULAMALARI

10.1. Hiz Ve ivme
Daha o6nceki boliimlerde degindigimiz hiz ve ivme kavramlarini, bu boliimde, ytliksek
mertebeden tlirevlerin anlasilmasi agisindan genisleterek ele alalim.
Ornek 10.1: Bir yolcu treni fren yaparak bir istasyona yaklasiyor. Trenin fren yaptig1 andan
itibaren kat ettigi mesafe s=120t-tile veriliyor. Burada t, 0 ile 60 sn. arasinda degisiyor. Buna
gore;

i)Baslangi¢ ve bitig hizlarini1 bulunuz.

i1)Baslangic¢ ve bitis ivmesini bulunuz
Coziim 10.1: 1)Hiz, kat edilen mesafenin (yol) zamana gore birinci tlirevine esittir. Yani;

v:s’:§:120—2t
dt

Buna gore, baslangi¢ hiz1 t=0 sn. anindaki hizdir;
v=120-2.(0)=120 m/sn
Bitis hiz1 ise t=60 sn. esnasindaki hizidir. Yani;

v =120-2.(60) =0 m/sn .Boylece, tren 60 sn'de durur.

ii) Ivme hizin birinci tiirevine esittir. Yani;

'=ﬂ=—2m/sn2
dt

a=yV

Burada ivme degeri sabit oldugundan baslangi¢ ve bitis ivmesi aynidir.
10.2.Yiiksek Mertebeden Tiirevler

Yukaridaki 6rneklerde anlagilacag: gibi ivme yolun zamana gore ikinci tlirevine esittir. Bu su
sekilde ifade edilebilir:
2
pogr= () 0%
de\dt)  gs*
Genellestirecek olursak; y=f(x)fonksiyonu verildiginde y 'nin tiirevinin tiirevine y=f(x)
fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevi denir ve;
2
d
YL, S, D%y
dx

sembolleri ile gosterilir.



Benzer olarak {igiincii mertebeden tiirev;
3
" " d
Yy ’f (x)’i:?yy Dg‘y
dx
sembolleri ile gosterilir. Ayni mantikla n. mertebeden tiirev;
d"y

dx"

y " f (%),

veyap "y sembolleriile gosterilir.

Ornek 10.2: Bir gark 0 agis1 yaparak doniiyor ve bu doniis 0 = 0.004t2+ 0.1t> formiilleriyle
veriliyor. Burada, t saniye cinsinden zamandir. Buna gore;
1) t=4 sn icin w agisal hizin1 bulunuz.
i) t=4 sn i¢in a agisal ivmesini bulunuz.
Coziim 10.2: W Agisal hizi, 0 agisal sapmanin tiirevidir.
Yani;o=0 = % =0.01t32 402t = t = 4 sn'deki: @ = 0.01(4)/% +0.2(4) = 0.88 rad/sn.
o agisal ivmesi, w agisal hizinin 1.tlirevine veya 0 acisal sapmanin 2.tlirevine esittir.
,_dw d29 12

=S 20015t
de g2

/2 L 0.2=0.23 rad/sn®

a=w

+0.2 =>t=4sn'de; a=0.015(4)

Ornek 10.3:Bir cisim verilen bir paraboliin bir boliimiinde x=t , y=9-t> parametrik
denklemleri ile hareket ediyor.t=1 sn. 'deki hiz bilesenlerini ve bileske hizi bulunuz.

(Sekil.10.1)

| 1

30 6.0 X

Sekil 10.1. y=9-t* parabolii

Coziim 10.3: x dogrultusundaki vektor bileseni Vx ve; V, = C(lj_)t(
y dogrultusundaki vektor bileseni Vy ve; Vy = ((11—){ olur.
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Buna gore;V, = x_ lLveV, = dy_ -2t bulunur.
dt dt
t=1 sn. 'deki degerler ise; Vx=1 m/sn ve Vy egri boyunca sabittir. Vy=-2(1)=-2 m/sn

t=1 sn. 'deki bileske hiz; V bileske hizinin biiyiikliigii (siddeti) Pisagor Teoreminden;

V=212 =P (-2 =52 22m/sm.

y (-2)

0 negatif agisinin degeri ise; 0 = Arctan = = Arc tan —— = —63.4° olarak bulunur.
X

10.3. Teget Ve Normal Denklemi

Tiirevin en bilinen uygulamalarindan biri de Teget ve Normal denklemleridir. Sekil 10.2°de
gorildigi gibi y = f(x) fonksiyonunun grafigini ele alalim. y = f(x) fonksiyonunun
grafigine veya f(x) egrisine x, noktasinda teget olan dogruya T (tangent) diyelim.

ylh
y=f(x)

Yo=1(xg)|- 7 (X0, Yol=(Xo., f(x0))

Xp "X

Sekil.10.2. y=f(x) fonksiyonunun grafigi
Analitik geometriden de hatirlanacagi gibi teget dogruya dik olan N (Normal) dogrusunu
cizelim. Buna gore, y = f(x) fonksiyonunun grafigine (x,,y,) noktasinda teget olan
dogrunun denklemi,
Y = Yo =m"(x = x)

olarak yazilir. Burada, y, = f(x,) ve m = f'(x,) olup yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa,
y—f(xo) = f'(x0) - (x — x0)
Teget dogrunun denklemi elde edilir. my-my = —1 (birbirine dik olan dogrularin
egimlerinin ¢arpim1 —1’°dir) esitliginden my = —mi bulunur. Bu deger teget dogrusu
T

denkleminde yerine yazilirsa,
1
f'(xo)

y—f(xo) =—

*(x — x0)

olarak Normal Dogru denklemi bulunur.



Sonug olarak; herhangi bir y = f(x) fonksiyonunun (x,, y,) noktasindaki Teget ve Normal

dogru denklemleri sirasiyla,

y — f(x0) = f'(x0) - (x — %) T.D.

y—fxo) =— “(x — xp) N.D.

f! (x )
olarak bulunur.

Ornek.10.4: f(x) = 8x° — 4x* + 12x> +6x> + 10x +13 fonksiyonunun x=1 noktasindaki Teget
ve Normal denklemlerini bulunuz.
Coziim.10.4:f(x) = 8x° — 4x* + 12x3 +6x2 + 10x +13 ve £(x)=40. x* — 16x> + 36x> + 12x+10
f1)=8.(1)Y—-4.(D*+12.(1)*+6.(1)*+10.1+13=45
£(1)=40. (1)* = 16. (1)* + 36. (1)*+ 12. 1+10 = 82
y - f(x0) = f ( x0).( X-X0) T.D formiili

1 q
y-f(x0) = - o (x —xp) N.D formiilii
y-45 = 82. (x-1) T.D

1

y-45=- o (x-1) N.D

29) y =f(x) =2x* - 3x? + 5x -2 fonksiyonunun x = -0.5 noktasindaki teget ve normal
denklemini bulunuz.

Coziim :
_1 -0 (=1} 5D 41
—)=2|—| -3 —| +=—~-2=——
(5] 3] 5
~1 -1\ 6(=1)
'(x)=8x"—6x+5 (—)=8 — | —————=+5=7
S'(x)=8x"—6x+ :>f(2) (2j St
Vs W
y—f(;)—f (2)(x+2) T.D.
y+%:7(x+%) T.D veya y+%:_71(x+%) N.D

10.4. Maksimum, Minimum ve Biikiim Noktalari

Bir onceki boliimde tiirevin geometrik anlamini, egrinin herhangi bir noktasindaki egim i¢in
bir formiil olarak tanimlamistik. Birinci tiirev veya egim pozitif iken egri artan bir grafik
cizerken, negatif durumda egri azalan bir grafik ¢izer. Eger egri bir yerel maksimum veya

yerel minimum noktada dondiigiinde, bu noktalarda teget yatay bir dogru ve birinci tiirev veya
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egim; y'=f'(x)=0’dir. Bu noktalar basit olarak maksimum veya minimum noktalar olarak
adlandirilirlar. y'=0 olan noktalar sabit noktalar olarak adlandirilirlar.

Ikinci tiirev ise egimin degisim oranidir ve egrinin biikiimliiliigii hakkinda bilgi verir. Ikinci
tiirev pozitif iken, tiirev fonksiyonu (egim) artan ve egri yukar1 dogru biikiimliidiir. Ikinci
tiirev negatif iken, tlirev fonksiyonu (egim) azalan ve egri asag1 dogru biikiimliidiir Egrinin
bukiildiigli ve biikiimliiliigiin degistigi noktada biikiilme sifir ve bu noktada ikinci tlirev

y" = f"(x)=0 olur. y'"'=0 olan noktalar kritik noktalar olarak adlandirilirlar. Bu nokta

matematikte biikiim noktasi olarak bilinir.

Egrilerin temel 6zelliklerini agiklamasi agisindan asagidaki ornegi irdeleyelim.
Ornek 10.5: y = f(x) =x" —6x*+9x+3 fonksiyonu verilsin.

Bu fonksiyonun maksimum ve minimum noktalarini bulunuz.
Coziim 10.5: Bir maksimum veya minimum noktada birinci tiirev 0'a esittir.

Yani; y'=f(x)=3x%-12x+9=0 olur.Bu denklem x'e gore ¢oziiliirse;

3x%-12x49=0 = x*-4x+3=0 =x-1)(x-3)=0 = x=3 ve x=1 elde edilir.

x=1, x=3 noktalarinda y'= 0 'dir. Bu nedenle; x=1, x=3 noktalar1 sabit noktalardir. Bu
noktalardan hangisinin minimum, hangisinin maksimum oldugunu belirlemek i¢in asagidaki

gibi bir tablo diizenleyip y ve y' isaretleri incelenir.

yx'oo 1% _;++ ++:w
S //7\ ~ 7 7

maksimum m|n|mum

Tablodan da goriildiigi gibi x=1 noktas1 maksimum noktadir. Ciinkii, fonksiyon x=1
noktasinin solunda artar iken x=I1 noktasmin saginda azalan bir grafik cizer. Bu, x=1
noktasinin maksimum nokta oldugunu gosterir. Benzer sekilde, fonksiyon x=3 noktasinin
solunda azalan iken x=3 noktasinin saginda artan bir grafik ¢izer. Bu, x=3 noktasinin

minimum nokta oldugunu gosterir.



10.4.1. Birinci Tiirev Testi

Eger birinci tiirev bir sabit noktada pozitiften negatife isaret degistirirse bu nokta yerel
maksimum noktadir. Sabit noktada birinci tiirev negatiften pozitife isaret degistirirse bu nokta

yerel minimum noktadir.

vl o+ % - - v'fo-- - %+++
Y| //m\\ N Y \\on//
maksimum minimum

Ornek.10.5 ile verilen fonksiyonun belirttigi egrinin biikiim noktasin1 bulunuz ve grafigini
c¢izelim.Bir biikiim noktasinda y” = f"(x) = 0 dir. y"=6x-12=0 =6x-12=0 = x=2

x=2 noktasinda egimin degisim orani sifirdir. Yani biikiilme sifirdir. x=2 noktasinin biikiim
noktasini belirlemek i¢in blikiimliliigiin degisip degismedigini kontrol etmek gerekir. Bunu

asagidaki gibi basit bir tablo ile gorelim;

X | 1 2 3 y"(1)=6.(1)-12=-6

y'" ‘ -6 ‘# 6 y"(3)=6.(3)-12=6

Gorildigii gibi x=2 noktasinda y" isaret degistirmektedir. Bu x=2 noktasinin biikiim noktasi

oldugunu gosterir.(Sekil-10.3)

(1,7) m;}k.\imum

(4.7)

0,3
(0,3) (3)

minimum

X

Sekil.10.3.y = f(x) = X —6x>+9x+3 fonksiyonunun grafigi
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10.4.2. ikinci Tiirev Testi: Eger xo gibi kritik bir noktada y" negatif ise egri asag1 dogru
biikiimliidiir ve xo bir yerel maksimum noktadir.  Eger xo gibi kritik bir noktada y" pozitif
ise egri yukar1 dogru biikiimliidiir ve xo bir yerel minimum noktadir. Eger y" bir kritik noktada

isaret degistirirse bu nokta bir biikiim noktasidir. Tablo ile ifade edecek olursak;

X —0 X0 ¢ X — 0 X0 0

y" + + + %-- - - y'" -=- - - &% + + +

Yy [YukariDogru Yo AsagiDogru Yy [AsagiDogru Yo Y ukariDogru
BUkimili  BijkiimNoktas: Bukimid BUKUmMIU  BijkiimNoktas: Bukimid

seklinde gosterebiliriz.
10.5. Ekstremumlar (Maksimum veya Minimum Noktalar)

10.5.1. Maksimum ve Minimum ile ilgili C6ziimlii Ornekler

1)f:IR—> IR f (x) = xz - fonksiyonunun ekstremumlarini inceleyiniz.
X"+

=x2+7 (2x)>(x 3)=x2+7 2x2+6x= x*+6x+7
(x2+7)2 (x2+7)2 (x2+7)2

Coziim: f (x)

f(x)=0 = -x*+6x+7=0
(X + 1) (X — 7) = 0 olur ve buradan x=-1 ve x=7 bulunur.

X —o0 -1 + o0

7
y' - - - % +++%> - - -

yo\;zl /#\0

minimum maksimum

(— 2x+ 6)()62 + 7)2 - (— x? -26)6 + 7X2(x2 + 7))2)6
(x2 +7)

(- 2x+6)(x2 +7)—(— x +6x+7)2x _ —6x> —28x+42

B (x2 + 7)3 (x2 + 7)3

f'(x)=

f ”(— 1) = l >0 ve f "(7) = _—1 < 0 x =-1 minimum nokta x = 7 maksimum nokta



1
2) f(x)=x.e* fonksiyonunun ekstremumlarini inceleyiniz.

1

Céziim: f(x) =xe* = T.A=IR-{0}=(-o0,0) J(0,%)

1 1 |
=0 = f'(x)=1-€"—i2.e".x=0:> f’(x):e{l—ljzo
X X
. -1
e*#0 > ——=0 = x=1 ise (1,e)minimum noktadir.
X
X — 0 1 + o0
y [+ +|F - -+ + -
y \'e/
mmimum
2x—1 .
3 f(x)=In 5 fonksiyonunun varsa ekstremumlarin1 bulunuz.
(2x—lj
- - 2(x-2)-(2x-1)| (x-2)
Coziim: /()= ~*=2) _ f'(x) = 0
S @ [2x—1j 0/(x) ()c—2)2 (2x—1)
x—=2
f,(x)ZZx—4—2x+l (x—Z):Oisefr(x):ﬂzo N f'(x)=—;=0

(2 o) 2 )
f'(x) V¥ x i¢in negatiftir. Ekstremum yoktur.

(x - 2).(2x - 1)

4) y = x" ‘in varsa ekstremumlarini inceleyiniz.
Coziim:In y =In x*

!

1 = y=ylnx+1
Iny=xhx = Y hmxt-x y Y( )
y X = y':xx(hlx+]):0
x*#20 = Inx+1=0 ise lnx=-1zx=e'1=1
e
1
X - ®© e +
y'| o--- 7 +++
e
S
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5)y=e".cosx fonksiyonunun sabit noktalarini inceleyiniz.

X

Coziim: y' =e*.cosx —sinx.e* =¢ .(cos X —sin X) =0

eX;tO:>(cosx—sinX):01se cosx=sinx = x:(2k+l)%

2
-2 . . ..
6)y=e" " fonksiyonunun ekstremum noktalarini inceleyiniz.

Coziim: y' = (2x - 2).e"2_2" =0

2 x | —o 1 + oo
e 20 = 2x-2=0 = x=1 olur. ;
y S s
Yy + o0 \ 1 / + o0
miniel'llul'rl

7) y = x*.In x fonksiyonun ekstremum noktalarin1 inceleyiniz.

Coziim:

y' =2x.Inx +l.X2 =x2Inx+1)=0
X

) 1 - 1
x=0 ve2lnx=-1 ise Inx=— = x=e¢? = x=—
2 Je
1
X 0 Je + o0
y' e
Yy — oo 1 + oo
\ _% /
minimum

8)y=x"+3x" +3x-2 fonksiyonunun ekstremum noktalarmi bulunuz.

Coziim: y' =3x" +6x+3=0—x" +2x+1=0 = x,=x,=-1

X — 0 -1 + o0

y + + + %+++

A

ekstremum yoktur.

9)y=x"+ % x> —12x fonksiyonunun ekstremumlarini bulunuz.



Coziim: y' =3x> +9x-12=0

x> +3x—4=0ise (x—l) (x+4)=0 ve buradan x;, =1 x, =—4 bulunur.

X — 4 1 + o0
y' + + + %’-- - - --+++ + + +
- 56
y w// NN N\ BT /*‘”
maksimum nokta mlmmu%n nokta

(— 4, 56)maksimum nokta (1 ,— gj minimum nokta

Bagka bir deyisle ; y"=6x+9
Y'(-4)=-15<0 = (-4,56) maksimum nokta

y'(1)=15>0 = (1, - gj minimum nokta

2
X =2x+2
1) y=——"-— fonksiyonunun ekstremumlarini inceleyiniz.

(2x—2)x—1)-1(x* —2x+2)

(e=1)°

=0

Coziim: y' =

A1 —x* +2x-2 , 27 —Ax+2-x"+2x-2

"= 0o = = =0
’ (x-1) ’ (c-1)
= y,:x2—2x:0 = y,:x2—2x:0 - x*=2x=0
(x—1) (x-1)°
= x(x-2)=0 = x=0x,=2
X — oo 0 2 + o0
y' + + + Jf—— - - ——Jf++ + + +
v ‘°°/ / -2\ \ \ ) / /*"0

maksimum nokta minimum nokta

(0 ,— Z)maksimum ve (2 , 2) minimum veya;

V= (2x - 2)(x — 1)2 — 2(x — 1)(x2 — 2x)
(x=1)’

y'(0)=-2<0 = (0,—2) maksimum

y'2)=2>0 = (2,2 minimum nokta olarak bulunur.
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11) y=x*—2x”+3 fonksiyonunun ekstremumlarmi 2.Tiirev yardimiyla bulunuz.
Coziim: y' =4x° —4x = 0—>4x(x2 —1)= 0—-x,=0x,=1x,=-1
y'=12x —4=y"(0)=12.0> ~4=-4<0 = (0,3)  maksimum nokta

y'i)=8>0 = (1,2) minimum nokta

y'(-1)=8>0 = (-1,2) minimum nokta

12) Neptiin Osinografi Enstitiisii’nde bir grup deniz biyologu soyu tiikenmekte olan korunan

bazi balina tiirlerinin 6l¢iimiinde gelecek on yillarda daha dikkatli olunmasini 6nerdiler.

Koruma altina alindiktan sonra yapilan dl¢iimler, bu tiiriin beklenen popiilasyonu;
N(t)=3t3 +2t2-10t+600  (0<t<10)

Burada; N(t), t y1l sonundaki popiilasyonun durumu olmak {izere, t=2 ve t=6 oldugunda balina
popiilasyonunun artis hizin1 bulunuz. Yapilan 6l¢iimlere gore balina popiilasyonu 8 y1l sonra
ne biiyiikliige erisecektir?

Coziim: Balina popiilasyonunun herhangi bir t zamanindaki artis1 sdyle verilir.
N'(t) =9t% +4t 10

Ozel olarak t=2 ve t=6 oldugunda balina popiilasyonunun artis hiz1;

N’(2) = 92)* + 4(2) -10 =34
N'(6) = 9(6)% + 4(6) 10 = 338

olarak elde edilir. Buna gdre, balina popiilasyonu her iki yilda 34, her 6 yilda da 338 artis

gosterecektir. Balina popiilasyonu sekiz y1l sonunda;
N(8) = 3(8)> + 2(8)Z —10(8) + 600 = 2184

balina olacaktir. N(t) fonksiyonunun grafigi Sekil .10.4’de verilmistir.
4y

40001
30004

20001

1000+

Sekil.10.4. N(t) ile verilen t y1l sonraki balina popiilasyonu.



13) Bir roketin aldig1 yol t saniye cinsinden olmak iizere;
s=f(t)=—t> +96t> +195t+5  (t20) ile veriliyor.

a. Roketin herhangi bir t anindaki V hizini bulun.

b. Roketin hizin1 t=0, 30, 50, 65, ve 70 oldugunda bulunuz. Sonuglarinizi agiklayiniz.

c. b’deki sonuglar1 kullanarak ve roketin yoriingesinde hizin sifir oldugu noktay1
diistinerek roketin ulastig1 en yiiksek mesafeyi bulunuz.

Coziim: a) Roketin t anindaki hiz1 yolun tiirevidir.

Vv =f'(t)=§=—3t2 +192¢ +195
t

b) Roketin hizi t=0, 30, 50, 65 ve 70 oldugunda;

£'(0) = —=3(0)% +192(0) +195 = 195

£'(30) = —3(30)% +192(30) + 195 = 3255

£'(50) = —3(50)2 +192(50) + 195 = 2295

f'(65) = —3(65)2 +192(65)+195=0

f'(70) = —3(70)2 +192(70) + 195 =-1065
veya 195, 3255, 2295, 0 ve —1065 m/s Buna gore, roket t=0 da 195 m/s ilk hiza sahiptir ve
t=30’daki hiz1 3255 m/s’dir. Ugusun 50. saniyesinde roketin hizi t=30’daki hizdan daha diisiik
olan 2295 m/s’dir. Bunun anlami roketin hizinin daha sonra 6grenecegimiz gibi en yiiksek
hizina ulastiktan sonra giderek azalmasidir.
Yavaslama siirer: t=65’te hiz 0’dir ve t=70’te —1065m/s’dir. Bu say1 bize roketin ugusun 70.
saniyesinde diinyaya saniyede 1065 metre hizla ¢carptigini soyler.

¢) (b)’deki sonuglar roketin hizinin t=65 iken sifir oldugunu gosterir. Bu anda roketin

yiiksekligi maksimum olup; s = f(65) = -(65)° + 96(65)> + 195(65) + 5= 143,655 m’dir.

Roket yiiksekliginin degisimi Sekil 10.5’de goriilmektedir.

AS

150.000

s=f{(t)

100.000 1

50.000 1

1 I Il 1 » t

T T T L3 T E
20 40 60 80 100

Sekil.10.5. t saniye ugusta f(t) ile verilen roketin yiiksekligi
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14) Milyonlarca dolar satis1 yapilan bir DVD film satiginin yayimnlandiktan sonraki t yilda satig
orant ; S(t) = 5t/(? + 1) ile veriliyor. Buna gére;

a) Satisin degisim oranini bulunuz.

b) t=0 iken DVD satislar1 ne hizda degisir. Yayinlandiktan iki yi1l sonra ne hizda degisir?
Coziim: a)t zamaninda degisen satiglarin oran1 S’(t) ile verilir. Carpim tiirevini kullanarak;

vo_ A5t )| _cdl ] | @+DM)Q0) |_ | e+1-2¢ | 50-t%)
S(t)_dt[(t%lﬂ_sdt[tzﬂ}{ (C+1)? }{(hl)z (2 41) olur

b)Yayinlandiktan sonra bir zamandaki DVD satiglarinin degisim orant;

S'(2) = o _42) _ 3. —0.6 bulunur.
4+1) 5

Bu oran yilda 600,000 $’lik bir azalis1 gosterir. S fonksiyonunun grafigi Sekil.10.5’de

gosterilmistir.

Il [l Il 1 Il .
T T T T T Vt

2 4 6 8 10

Sekil .10.5. DVD satiglariin degisim orani

15) Kenar uzunlugu 60cm olan kare seklindeki bir metal levhanin koselerinden kare seklinde

parcalar kesilip atiliyor ve geri kalan kisimla istii agik kutu yapiliyor. Kutu hacminin

maksimum olmasi i¢in kesilen par¢anin uzunlugu ne olmalidir.

Coziim:
X
F 3
X X
(60-2x)cm X
£
2 -
& S X
S B ez
2 oo~ | e

<X ){_\
m (60-2x)cm




1) Maksimum. hacmi bulmak i¢in degiskene x diyelim.
2) Denklemimiz, V = (Taban Alani) .(Yukseklik)
V = (60 — 2x)%.x

3) Her iki tarafin tiirevini alirsak,

V'= (;—V = x(2)(60 — 2x)(=2) + (60 —2x)> = 0
X

= —4x(60 - 2x) + (60— 2x)* = 0
=(60—-2x)(—4x+60—-2x)=0
=(60—-2x)(60-6x)=0
4) Her bir ¢arpani sifira esitlersek ;
60-2x =0 ise x =30 cm
60-6x =0 ise x =10 cm olur.

5) 1.Tiirev tablosunun degisimi incelenerek;

X —o0 10 30 +00

2 Jf . Jﬁ

y | __— 7" 16000 ——_, O /

maksimum minimum

(10,1600) maksimum hacim degeri, yani x = 10 cm iken hacim 16000 cm®’diir.
16) Carpimlar1 100 olan, toplamlar1 en kiigiik pozitif iki say1 nedir.
Coziim: Sayilardan birisine x, digerine y diyelim.

iy . . 1
x : l.pozitif say1 ve y: 2.pozitif say1 olsun. x.y =100 ise y= ﬂolur. Buna gore;
X

Iki saymin toplami ; S = x+ 100 bulunur. S’nin tiirevi alinip sifira esitlenerek;
X

? =1- g =0 =>x” =100 = x = +10 bulunur. Pozitif rakamlar istedigimiz i¢in
X X

(-10)’u degil, (+10)’u aliriz. Diger rakam = y = % =10 olur.
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17) Eni l4cm boyu 22cm olan dikdortgen seklindeki bir metal levhanin koselerinden kare
seklinde parcalar kesilip atiltyor ve geri kalan kisimla {istii agik kutu yapiliyor. Kutu hacminin
maksimum olmasi i¢in kesilen par¢anin uzunlugu ne olmalidir.
Cozim:

| X

(14-2x)em § X

(22-2x)cm
22¢m

(;4“‘)“')(';17
(22-2x)cm

I4cm

1) Maksimum. hacmi bulmak i¢in degiskene x diyelim.

2) Denklemimiz,V = (Taban Alani) .(Yikseklik)

V=22-2x). (14 - 2x).x

3) Her iki tarafin tiirevini alirsak,

V'= i—v =(-2)14x-2x")+ (14— 4x)(22-2x) =0
X

V=312 -144x+12x* =0
=x*—12x+26 =0 denklemi elde edilir.
4) Bu denklemin ¢oziimiinden; x1= 9.162 ve x2=2.837 bulunur.

5) 1.Tirev tablosunun degisimi incelenerek;

X |—0 2.837 9.162 + o0

y' +++ % - % +++

y / 385,63N‘-145,63 /

maksimum minimum

(2.837, 385.634) maksimum hacim degeri, yani x = 2.837 cm iken hacim 385.634cm? “diir.
18) Siddetleri sirasiyla a ve b olan A ve B gibi iki 1s1 kaynagi arasindaki uzaklik L dir.

A ve B arasinda bulunan ve A dan uzaklig1 x olan bir P noktasindaki 1s1 siddeti
. a N b
~x2 0 (L—x)?

ile verildigine gore, hangi P noktasindaki sicaklik minimumdur.



Coziim: 1.Tirevi alip sifira esitleyip x’i ¢ozelim:
dl

I=ax"2+b(L—x)"2 I'= e —2ax3—=2b(L—x)"3(-1)=0

olur. Gerekli sadelesmeler yapilarak;
a b b a -
- x_3 + m = 0 ve buradan m = x_3 elde edilir.
Uciincii dereceden kok alalim:
al/3 _ pt3 . )
— = esitliginden;

a3 L-a'3x = b¥/3.x veburadan a'/3.L=(a'/? + b/®)x olup

all3

L o . -
X= s olarak elde edilir.Bu deger i¢in sicaklik minimumdur.

19) Cap1 10 cm olan bir daire i¢ine alan1 maksimum olacak sekilde ¢izilen bir dikdortgenin

kenarlarini hesaplaymiz($ekil 10.6).

Coziim: ABC iiggenine PISAGOR teoremini uygulayip y yi ¢dzelim:
x%2+vy%2 =100 ise y= (100 — x?)'/? olur

ve buradan dikddrtgenin Alant;

A=x.y=x(100 — x?)/? \C
Alanin tiirevini sifira esitleyelim: g
dA 1 ’\QQ({\ y
— =1.(100 — x*)¥/2 + =x(100 — x2)~Y/2(=2x)
dx 2

Al X B
dA (100 — x?) — x?2 _ 100 - 2x? B
dx (100 —x2)1/2 (100 — x2)¥/2
Payin sifira esit yazilmasindan x2 =50, x = 52, Sekil 10.6

olup x% + y? = 100 yerine konulmasindan da

y = 5v2 elde edilir. Su halde aranan sekil, kenar

uzunlugu 5v2 olan bir karedir.

20)Ucgen seklinde bir levhadan, alani en biiyiik (maksimum) olan bir dikdértgen parca

kesilmesi isteniyor. Bu {iggenin tabani AC=a, yiiksekligi BH=h olduguna gore, kesilecek

dikdortgenin kenarlari ne olmalidir?

Coziim: Sekil 10.7°deki liggenden; % = hh;x yazilabilir.
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Buradan; y = a(h — x)/h olur. B

Dikdortgenin  alanin1  ifade edip tlirev  alalim:
A=xy= ax(h-y olduguna gore; z !
d—A = i (M> _2 (h — 2x) = 0 bulunur. 2
dx dx h h .
Buradan; x = h/2 ve y = a/2 elde edilir. A T C
L a N
Sekil 10.7

21)Merkezi M, yarigap1 R olan bir daire disindan bir P noktasi aliniyor. P noktasindan
gecen herhangi bir kesen daireyi A ve B noktalarinda kesiyor. M merkezinin bu eksene olan

uzaklig1 ne olmalidir ki MAB {i¢geninin alan1 maksimum olsun (Sekil 10.8)

Rz—xz—xz _ 2 _ 2 _i _
R = 0, 2x* =R°,x = N
gR elde edilir.
B
A
P

Cozim: MHA dik {ggeninin AH  kenarini
hesaplayalim. AH? = R? — x? - AH = (R? — x?)'/?
AB = 2(R? — x?)/? olduguna gore;

1

2x(R?-x?)2

1
A(Alan) = = x(R?> — x?)2

Sekil 10.8
yazilir. Bunun tiirevinden;

dA X
— (P2 _ 4 2\1/2 L X p2 _ ,2\-1/2(_ _
P (R — x>+ > (R —x%) (-2x)=0

22) ABCD yamugunda BC=CD=DA=10 cm dir. (Sekil 10.9).Yamugun alaninin maksimum
olabilmesi i¢in AB kenar1 ne olmalidir?

Coziim: AB=x olsun. Sekil 10.9°dan AH=(x-10)/2 yazilabilir (FB=AH). ADH dik
iicgeninden h’yi hesaplayalim: h? = AD? — AH?,

100)1/2 = ~(=x2 + 20x + 300)1/2

1/2
= (400 — x% 4+ 20x —

Yamugun alaninda h’yi yerine yazalim;

Sekil 10.9



A=ET20 = T8 (—x2 4 20x + 300)"/2
dA 1d
= = —— _v2 —
=TI [(x+ 10)./—x2 + 20x + 300] 0

tiirevinin sifira esitlenmesiyle;

x+10

1
S =2 [ (=% + 20x + 300)1/2 + 22 (=x? + 20x + 300) 2(—2x + 20)|=0

dA [ —4x%+40x+800
dx 4V —x2+20x+300

X1, =5+ +v25+ 200 =5 % 15 ve buradan; x, = x = 20cm bulunur.
23) Sekil 10.10°da kenarlar1 AB=4 cm, AD=6 cm olan bir dikddrtgenin disina ¢izilen en

]=0 S —4x% 4+ 40x + 800 = 0 — x2-10x-200=0

biiylik elipsin alaninin, dikddrtgenin alanina oranini bulunuz.

Céziim: Elipsin b%x? + a?y? = a?b? =
denkleminden b yi ¢ozelim: ! D
b
ay
b%(a? — x?) = a’y?, b=——= | >x
Bu ifadede, dikdortgenin kenarlarindan dolayr D B &
noktasinin D(3,2) koordinatlarini yerlerine yazarsak
2a s .
(x=3,y=2); b = NpEaT elde edilir. Sekil 10.10

Bunu elipsin alaninda yerine koyalim.
a? .. . . aa _
A =mnab = Zﬂﬁ olup tiirevini alip sifira esitlersek; =

da

d a? 2a(a?-9)-a3

2T — =2 =0
T da Laz—f))% l n (a2-9)3/2

Buradan; 2a® — 18a — a3 =0,
a(a® —18) =0, a=0, a? =18, a=3+/2 bulunur.
a? .
Bunu A = mab = Zﬂﬁ da yerine yazarsak; A = 2m.18/3 = 12mcm?
Dikdértgenin alan1 A* = 4 - 6 = 24cm? oldugundan aranan oran A/A'=12m/24 = /2 olur.

24) b%x% + a’y?=a®b? elipsinin igine gizilebilecek maksimum alandaki bir dikdortgenin
alanini bulunuz.

Coziim: Elipsin denkleminden y’ yi ¢6zelim:
a’y? = a?b%-b?x? ise y = S(a2 — x?)/2 olur.
Dikdortgenin alan1 Sekil 10.11°e gére A=4xy olup, y’yi burada yerine yazarsak;
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4b .
A= ;x(a2 — x?)1/? olur. x’e gore bu Ay

denklemin tiirevi alinirsa;

dA _ 4b 1 1
2= 7[(az — x2)z — x2(a® — x?) 2]

bulunur ve bu ifade sifira esitlenerek;

P
4
o X »
dA 4b[a®? — x? — x? “ o \ /
B C

dx _ a (a? — x2)1/2

Buradan; a? —2x% =0, x =a/V2 =+2a/2

bulunur. Bu degeri;
y = Z(az — x2)1/2 Sekil 10.11

denkleminde yerine yazarsak y = \/2_7 b olur. Sonug olarak; x ve y degerlerini A=4xy

alaninda yerlerine yazarsak;A = 4\/2—7. a.g. b = 2ab elde edilir.

25) Yarigapt R olan bir kiire i¢ine cizilebilecek maksimum hacimdeki bir koninin taban
yarigapini ve yiiksekligini hesaplayiniz.

Coziim: Sekil 10.12°de HM = HP — MP = x — R oldugundan HMK dik ii¢geninden;
r2=R? — (x —R)?> = R? — x? + 2Rx — R?

r? = —x2+2Rx yazilabilir. Koninin hacmini ifade edelim:

V= gnrz.x = §7T(2Rx2 —x%)

Hacmin tlirevinin sifira esit yazilmasindan;

W T 4Ry —3x%) = 0
dx 3 XTI =0
Z-Z: (4R —x2) = 0 ise x = 4R/3 elde edilir.

Bu x = 4R/3 degerini r> = —x2+2Rx denkleminde

yerine yazarsak;

r? = —%RZ + ERZ: 8R2/9 veya r:?R

olarak bulunur. Sekil 10.12

26) R yarigapli bir kiirenin disina yerlestirilebilecek en kii¢iik hacimdeki bir koninin
yiiksekligini ve yaricapini hesaplayiniz.(kiire, koninin tabanina ve yanal yiiziine tegettir.)
Coziim: Koninin taban yaricapr r, yiiksekligi x olsun (Sekil 10.13) PBO ve PMC dik

ticgenlerinden ;



R r
tgh = 5 tgd = S ve bunlardan;

r R -
- = — vyazilabilir.
x AB

OH = MP — MO = x — R oldugundan

=5 1 1 X N
PB=(0P? — R?)z = [(x — R)? — R?]2 *
PB =(x? — 2Rx)/? olur. @
iz % esitliginden r’yi ¢ekip bunu yerine |/ T A
o Aaass s T, C
yazalim ve kare alalim: M r
2,2 2
r? = f—x = 2% ye buradan koninin hacmi: Sekil 10.13
x4—2Rx x—2R
Vo 1, 1 [R%? bul
= 3‘1TI‘ X = 31'[ p— ulunur.
n-R?/3 =k yazip x’e gore tiirev alalim;
dV—k d (x—2R).2x—x2.1 lur. Tiirevi sif lersel
dx  dxlx—2r (x —2R)? olur. Tiirevi sifira esitlersek;
2_
v _ [x 4Rx] = 0 bulunur.Buradan x(x —4R) = 0, x = 4R bulunur.
dx (x—2R)?

o . R?x .
x = 4R degeri 1r? = —n ‘de yerine yazilirsa;
2 _ R%4

2 — oqe
T T = 2R?, r = /2R elde edilir.

27)Bir dik koninin igine c¢izilebilecek maksimum hacimdeki bir silindirin yiiksekligini

hesaplayiniz.
Coziim: Koninin ve silindirin taban yarigaplar sirasiyla r ve y, yiikseklikleri de h ve x olsun
A
(Sekil 10.14). y ve x’i artyoruz. ABE ve ACD f
uggenlermden 5 = j—i yazilabilir.
Buifadede BE=y, CD=r, AD=h, AE=h-x /'
degerlerini; Bk—En |
1
BE _ AE . . . s .
o= ifadesinde yerine yazip ‘y’yi ¢cekelim:
y __h-—x __ r(h—x) X
= YE— or. S ]
Silindirin hacim ifadesinde y’ yi yerine yazarsak: e
2 C L% Vol
V(x) = my?x = - x(h — x)? = k(xh? — 2hx? + W
x3) bulunur.(k = nr?/h?) byt |
Sekil 10.14
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V’nin x’e gore tlirevi alinip sifira esitlenirse:

V'(x) = k(h? — 4hx + 3x?) = 0 veya

3x? — 4hx + h? = 0 elde edilir.

Bu denklemin kokleri; x=h ve x=h/3 olduklarindan bu kdoklerden hangisinin igimize
yarayacagini 2. Tiirev testinden gorelim:

V'(x) = k(—4h + 6x) tiirevinde x=h ve x=h/3

degerlerini yerine yazarsak;

V'(h) = k(—4h + 6h) = 2kh > 0

Minimumu gdsterdigi icin h aranan kok degildir. V"'(h/3) = k(—4h + 6h/3) = —2kh < 0
olup

maksimum hacimdeki silindirin ytiksekligi h/3 tiir.

28) Dik silindir seklinde ve 27 m3 hacminde {istii agik bir su deposu yapilacaktir. Deponun
tabaninda kullanilacak malzemenin metre karesinin fiyati, yanal yiizeyinde kullanilacak
malzemenin m? sinin fiyatimn iki katidur.

Deponun en ucuza mal olacak boyutlarini hesaplayiniz.

Coziim: Deponun taban yaricapi r, yliksekligi h olduguna gore hacmi;

V = mr?h = 27 olur. Buradan; H = % yazalim. Yanal yiizeyde kullanilacak malzemenin

metre kare fiyati p lira ise deponun toplam maliyeti;

M = 2p.7tr? + p. 2mrh olur.(mr?tabanalani, 2nrh yanal alan).h yi yerine koyalim:
M = 2pnr? + ZﬂpT% = 2mpr? + S:—p deponun maliyetinin minimum olmas: istedigine
gore, bu fonksiyonun minimumu bulunacak demektir.

r ye gore tiirev alip bunu sifira esitlersek;

dM 54p

W = 47Tp7' - T'_Z =0

Buradan;r = ’ % = 3\/3;_71 bulunur. Ikinci tiirevde bunu yerine koyarak, minimuma karsilik
- o 1. d®M 108p 108p .

oldugunu gorelim: = 4mp + = = 4mtp + T om 4mtp + 8mp = 12np >0

Simdi h’ yi bulalim. Bunun i¢in H = % ‘nin pay ve paydasim r ile garpip,r3 yerine

_ 327 __3 - 3 _ L= 27T 27T —
r=7=7= den elde edilen r° =27/2m yazarsak: h = = 2 = 2r olur.




29) Bir pencere, bir dikdortgen ile bunun iizerine yerlestirilmis bir ikizkenar tiggenden
ibarettir (Sekil 10.15). Ucgenin yiiksekligi, tabanin 3/8 ine esittir. Cevresi 9m olan bu
pencereden maksimum miktarda 151k girmesi i¢in boyutlar1 ne olmalidir?
Coziim: Sekilden su bagintilar yazilabilir:

2
h=%x, xX+2y+2z=9, z2 =h2+X: olup

3 . .. x2
h = - x degerini z2 =h%+ -

ifadesinde yerine yazarsak;

2 9 2 xz 25 2 5
7% = —x*“+=—==—x° ve buradan z = =x bulunur.
64 4 64 8

Bunu x + 2y + 2z = 9 ifadesinde yerine yazip

y’ yi ¢ekelim: x+2y+%x=9, y:%(g_%)

X
Sekil 10.15
Pencereden maksimum miktarda 151k gelebilmesi i¢in, alanin maksimum olmasi gerekir.

Yukaridaki h, y ve z’yi alan ifadesinde yerlerine yazarsak;

1 x 9x\ 1 3 9 15
A=xy+-hx =—(9——) +=.=x2 ==x—=x%olur.
2 2 a) 28 2" 16

x’e gore tiirev alip sifira esitlersek;

dA 9 15 — 0 ve burad _12_240 _19 912_180
2 8x— ve uraanx—s—, my—z( 4.5)—, m

bulunur. Bu degerin ikinci tiirev degert;

A" = —15/8 < 0 olup x = 2,40m ve y = 1,80m icin alan maksimumdur.

30) Elektromotor kuvveti E, i¢ direnci r, dis direnci R olan bir pilin giicti; I, kapali devreden

gecen akim siddeti olmak tizere;

I =

Ri7 V=IR ve P=1V =11R = I?R'den(I yerine yazilarak)

2
P = % Watt olur. P giiciinii maksimum yapan R yi bulunuz.

Coziim: P 'nin R ye gore tiirevi alinip sifira esitlenirse;

dP _ o [(R+1)*-2R(R+1)] _ Ly (R+1)=2R _ .5 T-R

= (0 ‘dan R = r elde edilir.

dR (R+1)* (R+71)3 (R+71)3
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10.5.2. Biikiimliiliik ile Tlgili Céziimlii Ornekler
Dy= %(x3 —6x% +9x+ 6) artan, azalan oldugu araliklari, varsa maksimum ve minimum
noktalar1 bulup biikiimliiliigiinii inceleyiniz?

Coziim: '(x)=y' = é(3x2 —12x+9)= %(x2 —4x+3)

f'(x)=0 = %(x2 —4x + 3): 0 ise (X - 3)(X —1)= 0 ve buradan x=1 ; x=3 bulunur.

X [~ 1 3 +00

y' + + + %1-- - - ——%H--i- + + +

y‘“’//l\\\_l//*“’
maksimum nokta minimum nokta

(— 00,1) ve (3,00) araliklarinda fonksiyon artan iken (l , 3) araliginda fonksiyon azalir

veya 2. tiirev testinden; f"(1) = —1< 0 Yerel Maksimum ve f"(3)=1>0 Yerel Minimum olur.

f(x)=y"= %(ZX —4)=x —2=0"dan x=2 bulunur. Buna gére;

X — o 2 + oo
y " - - - - + + +
y AsagiDogru 0 Y ukariDogru
Bukamli Bukamla
Bikim
Noktasi

(— 00,2) araliginda egri Asagi dogru biikiimlii ve (2, OO) araliginda egri Yukar1 dogru
biikiimlii iken (2,0) noktasinda 2.tiirev isaret degistirdiginden (2,0) noktasi biikiim noktasidir.
2)f:IR>1IR ,f (X) = x’.e " fonksiyonunun biikiimliiliigiinii inceleyiniz?
Coziim: f'(x)=2xe* —x’e* =e (2x - xz)
£'(x)=(2-2x)e ™ —(2x - x*Je ™ =2e* —2xe ™ —2xe* + x%e ™ = (2—4x + x> e

¢™* >0 oldugundan f"(x)=0 olmast icin; x> —4x + 2 =0 dan;

X, =2+42 ve X, =2-+2 bulunur.

x |- 2-42 2+2 o
y" + + + % - - - + + + +
y YukariDogru f (2 —+/2) AsagiDogru f(2 ++/2) YukariDogru
BUkGmIG BUkimlG e BUkimlG
Bukim Bukim

Noktasi Noktasi



(— 00,2 — V2 ) ve (2 +2 , OO)arahklarmdaYukarl Dogru (2 -2 ,2+ V2 ) araliginda Asagi
Dogru Biikiimliidiir. x=2— V2 ve x=2++/2 noktalar1 biikiim noktasdur.
3)f IR > IR f(x)=In(x*+1) biskiimliligiinii inceleyiniz?

oy 2X . , _2(X2+1)—2X.2X_2X2+2—4X2_—2X2+2
(;‘Ozum.f(x)—X2+1 ise f(x)— (X2+1)Z = (X2+1)2 = (X2+1)Z

f'(x)=0 = x*-1=0isex =Tl

X |—o -1 1 + 00
y" . % +++ % -
y Asagi Dogru Ln2  vukari Dogru Ln2 Asagi Dogru
Bukimlii Bukim Bukimld . . Bikimld
Noktasi Noktasi

(— oo,—l) ve (1, 00) Yukar1 Dogru Biikiimlii iken (— 1,1) Asagi Dogru Biikiimliidiir.
Buna gore , (-1,Ln2) ve (1,Ln2) noktalar:1 biikiim noktasidir.
4)y=x"-6x"+12x>-8x+1  fonksiyonunun biikiimliiliigiinii inceleyiniz?
Coziim:y =4x’ —18x* +24x -8
Yy =12x*-36x+24=x*-3x +2 = Oise(x—l) (x— 2): Ovex, =1;x, =2 bulunur.

X |— 1 2 + oo
y" + + + % - - - % + + +
y Y ukariDogru 0 AsagiDogru 1 Y ukariDogru
Bukumld Bikim BUkimla Biikiim Bukumld
Noktasi Noktas|

(— oo,l)ve (2, ) araliginda fonksiyon yukar1 dogru biikiimlii iken (1 ,2) araliginda
fonksiyon asagi dogru biikiimliidiir. (1,0) ve (2,1)noktalar1 ise 2.tlirev bu noktalarda isaret

degistirdiginden biikiim noktalaridir.

10.6. Asimptotlar
10.6.1. Tanimlar

limf(x)=Fc isex=a ise Diisey Asimptot

X—a

lim f(x)=a isey=a ise Yatay Asimptot

X—>Fo0

lim f(x) =0 = Egik Asimptot olabilir.

X—>Fo0
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f(X) =00 =

lim Egik Asimptot yok.
X <=0 X

. f(x) . e
lim——=a= 11m[f(x) - a.x] =b=y=ax+b Egik asimptot
X—>00 X X—>00

10.6.2. Asimptotlar ile ilgili Coziimlii Ornekler

2
—3x+2
Dy= % fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz.
X"+
Coziim:x”> +1 V xicin # 0 dir. Yani diisey asimptot yoktur.
. x*-3x+2 _ . co
112010 BT 1 = y =1 yatay asimptot. Egik asimptot yoktur.
B 2x* —2x+3

2)y fonksiyonunun asimptotlarini inceleyiniz.

x+3
Cozim:x+3=0 = x=-3
. 2x"=2x+3
lim ———
=3 x+3
derecesinden 1 biiyiik oldugunda egik asimptot olabilir. Bunu bulmak i¢in;

2 _ o 2xr=2x+3
1.Yol : 1im £ ® _ tim (Wj /x =lim 2 T

=Fo0 x =-3 dogrusu diisey asimptot. Payin derecesi paydanin

x>0y X—>0 x+3 X—>0 x+3
: _2x7-2x+3 . 2x7 —2x+3-2x(x+3
11m[f(x)—2.x]=hmi—2x o x{x +3)
X—>% X—>0 X+3 X—>0 x+3
~ Jim =X _;3 =-8 Oyleyse, y=2x-8 egik asimptottur.
X—»00 X _|_

2.Yol :Pay paydaya bdliiniirse ;

23t —2x43 |XH3
2x—8
—2x> F6x
—8x+3 ise y =2x —8 egik asimptottur.
—8x+24
27

3
X+

y=— " fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz.
X

Cozim:x" —1=0 = x=+I ;X =—1
=+1 .
* | dogrulan diisey asimptottur.
x=-

Yatay asimptot yoktur. Payin derecesi paydadan biiyiik oldugu i¢in;



X’ —x y=x dogrusu egik asimptottur.

2\ !
4y= (X j.e" fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz.
X

1
Coziim: lim (X _ZJ.eX =—we® =—0 = x=0 dogrusu diisey asimptot.

x—0 x

lim (X _ 2),ex 19 =1 y = 1 dogrusu yatay asimptottur.

X2—

S5)y=In
[xz -3x—-4

Jfonksiyonunun tanim araliklarini, asimptotlarini, ekstremumlarini

bulunuz.

xZ 4
2

Coziim: Tanim Araligi=In
x“-3x-4

J >0=> T.A.=(-0,-2) U (-1,2) U4, )

2 ' 2

' —4 —4

y=Inu :>y'=u—idi.Buradan;y': 7; SR )
u x“-3x-4

- sz(x2 “3x—4)- (2x - 3)x —4)] k2 - 3x—4)

(x2—3x—4)2 k-4

,2x7—6x” —8x—2x" —8x+3x’ —12
Y (X2 —3X—4XX2 —4)

=0

0

> S V) _0_)—3)(2—12:0
S (R ) (L) I

x? = —4ise x € IR yoktur. Ekstremum yoktur.
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X |- 2 -1 2 4 +00
x2_4 -I-+-|-J)--- ---J)-I—-I—-I- + + +
24 +HF|FFFO - | --- o+ ++
BLSEEEN + 4+ + 4+
x2—3x—4 4 %
) x*—4 9 .
lim In| ————— |=In1=0—y=0 dogrusu yatay asimptot.
oo | X7 =3x—4
lin}2 f(x)= = x=-2 Diisey asimptot.
lim1 f(x)=0 = x=-1 Diisey asimptot.
lin} f(x)=o = x=2 Diisey asimptot.
= x=4 Diisey asimptot.

lim £ (x) = o0

10.7. Egrilik

y=f(x) fonksiyonu y’ = f ‘(x) tiirevi siirekli olan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun grafigi

tizerinde sabit bir A baslangi¢c noktasiyla herhangi bir P (x,y) noktas1 arasindaki yay

uzunlugunu s ile gosterelim. s, x in bir fonksiyonu olarak diisiiniilebilir. Egri lizerinde P (x,y)

ile buna yakin bir Q (x+AX, y+AYy) noktasi arasindaki yay uzunlugu As olsun(Sekil 10.16).

P
1PQl Yazilabilir.
Ax

As _ As
Ax  |PQ|

Buradan her iki yanin karesi alinarak;
(AS)Z B ( As )2 IPQI\ (As>2
Ax) — \|PQ]) "\ Ax Ax
(A3)2 _ ( As )2 (%)% + (Ay)?
Ax/ \IPQI/ T (A%)?

&) =) [+ @]

bulunur.

YA

<Y

Sekil 10.16



Ax->0 i¢in Q noktasi egri iizerinde P ye yaklasir. Bu durumda As yay uzunlugu |PQ|  kiris

As

uzunluguna yaklasacagmdan(ﬁ)él olur. Buna gore yukarndaki esitligin her iki

yanininAx—>0 igin limiti alinirsa;

im, (52) = tim, () 1+ ()

a0 \Ax/) T axso |PQ|/) * Ax

dsz_ dy2 ds _ — dyz__ 7

(E) _1+(E) ve —= + 1+(E) = ¥.1+ (y’)? bulunur.

Burada x ile s beraber artiyorlarsa isaret pozitif, x artarken s azaliyorsa negatif alinir. Benzer

2
sekilde; Z—; =+ |1+ (Z—;) dir. Egri denkleminin x = h (t) , y = g (t) parametrik seklinde

verilmesi halinde ise;

2 2
g =+ \/ (%) + (%) olur. Biz egri lizerindeki yoniin, yay uzunlugu tiirevinin pozitif
olacak sekilde belirlendigini varsayacagiz.

y=f (x) egrisinin birbirine yakin P ve Q noktalarindaki tegetler arasindaki a¢1 Aa , PQ yayimin
uzunlugu As olsun (Sekil 10.17). AA—CS{ oranina PQ yaymin ortalama egriligi, bu oranin eger

varsa As—=>0 i¢in limitine de egrinin P noktasindaki egriligi denir ve K ile gosterilir.

Yukaridaki tanima gore egrilik; YA
Ko 1 Aa  da l
= a0As  ds O
da _ da/dx . .
= ds/dx seklinde yazilabilir.

3—3: = tan a oldugunu biliyoruz.

Buradan her iki yanin x’e gore tlirevi

alinarak; »
X
dzy da
_ 2
i (1+ tan” a) Ix
Sekil 10.17
Ly ay .
aa _ dx? __ _ __dx? 5 olur. da o &8 i¢in daha 6nce buldugumuz degerler
dx 1+tan2a 1+ (ﬂ) dx — dx
dx

d da/d
da _ da/dx ifadesinde yerine yazilarak egrilik formiilii olarak;
ds ds/dx

da ay z

_ d_x _ dx?2 _ y
K = &= 2 7 T ) bulunur.
dx [1 + (—) ]
dx
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Bu formiile gore K ile y’” ayn1 isaretlidir. y’’< 0 yani egri asag1 dogru biikiimliiyse K< 0 ve
y’> >0 yani egri yukar1 dogru biikiimliiyse K< 0 olur. y’’=0 olan noktada (biikiim noktasi) ise

K=0 dir.
K +# 0 olmak tizere | é | = R ye egrilik yaricap denir. P (x,y) noktasindaki normal {izerinde

egrinin i¢biikey oldugu yonde P’ den itibaren [PC|=R alinarak bulunan C noktasina P ye ait

egrilik merkezi, C merkezli R yaricapli gembere de egrilik cemberi denir (Sekil 10.18)

YA

Sekil 10.18

Egrilik gemberinin merkezi C (h;k) ise h = x — R.sina  ve k =y + R.cosa'dir.

P S

K y"
o tana y'
T T anta J1+ ()2
1 1
cosa =

Vit tana 1+ (y')2
Degerleri yerlerine konarak C (h;k) merkezinin koordinatlari;

B= g Yo k

yr ’ =yt

1*-}(/# bulunur. Egrilik ¢gemberinin denklemi ise;
(x—h)?+ (y—k)? = R?

olur. P noktas1 y= f(x) egrisini ¢izerken C egrilik merkezi de bir egri ¢izer. Buna y=f(x)

egrisinin evoliitii denir. y=f(x) egrisine de C’ nin ¢izdigi egrinin involiitii denir.

Ornek: y = x? — 1 egrisinin P (-1;0) noktasindaki ;

a)Egriligini b)Egrilik yarigapin1 ¢)Egrilik merkezini

d)Egrilik cemberinin denklemini e)Egrinin evoliitiiniin denklemini bulunuz.

Coziim:



a) y’=2x ,y’=2dir. P(-1;0) noktasinda y’ = -2 ve y’’ = 2 olur. Buna gore P deki egrilik;

2 2 25

— y" — — L _ N>
e hegy (F9YF 0 sV5 2 bulunur.
b) R =4 = 2" dir.
K 2
¢) Egrilik merkezi C (h;k) ise
i+ @)H? 2(1+4
poyo YRFO 204D,
y 2
N2
k=y+ & = 0+ % = g 'dir. Buna gore C(4; g) olur.

d)Egrilik ¢cemberinin denklemi,

2
@ —h?+(—k?=R"den (x-4>+(y-3) == bulunur.

2 4

e) Egrinin herhangi bir (x;y) noktasindaki egrilik merkezinin koordinatlari

y1+ (v)?] 2x(1 + 4x?)
h=x——”=x——=
y 2
1+)* 1+4x? 6x2-1
—=x°-1 =

yn + 2 - 2

—4x3

k=y+

olur. h ve k arasinda, bu iki esitlikten x yok edilerek bulunacak baginti, C(h;k) egrilik

merkezinin geometrik yeri olan evoliitiin denklemini verir.

hZ

h=-4x3d 3=—— 6=—

x> den x 7 veyax® =g
6x? — 1 , 2k+1 2k + 1y’
= den x? = veya x® = ( )

2 6
Buradan da;
(2k + 1)3 B h?

2k +1 3—27h2
216~ 16 veva( > =3

bulunur. h=x ve k=y yazilarak bu denklem;
Ry +1)3 = %xz seklinde de yazilabilir.
Ornek : 2xy —y —x - 1 = 0 egrisinin (1;0) noktasindaki egrilik gemberinin denklemini
bulunuz.
Coziim: Kapali fonksiyon tlirevine gore;2y +2xy’ —y’ - 1=0
Tekrar tiirev alinarak, 4y +2xy” -y’ =0

bulunur. Birinci esitlikten (1;0) noktasinda y’ = 1, ikinci esitlikten y’” = -4 bulunur.

4 _4 _4
y -

1+ 0 P72 A+1D)32 242
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R = |é| = g’dir. Egrilik merkezinin koordinatlari;

! N2 N2
h:x_M=1_ﬂ=§ve k:y_l_w_o_f_ﬁ _lbulunur'
yr —4 2 yr 2

Egrilik ¢gemberinin denklemi;

(x — ;)2 + (y + %)2 = % bulunur.

Ornek: y = Inx egrisinin egrilik yaricapinin en kiiciik oldugu noktasini bulunuz.

3
[1+O) | (14x2)*?
yu - x

n

w1 _ 1. _
Coziim:y == ——x—ZISGR—

R (142%)"?
dx x2

2x°-1 2 dr .. . 2 . .
XD ‘dan x = g bulunur.a tirevi x = g nin solunda negatif

saginda pozitif oldugundan (g ; —% an) noktas1 y=Inx egrisinin R egrilik yari¢apinin
minimum oldugu noktadir.

Ornek : x = t? —t , y = Int parametrik denklemiyle verilen egrinin t=1 noktasindaki

a) Egriligini  b) Egrilik cemberinin denklemini bulunuz.

sziim: 2) & = 2t dy _ 1
Coziim: a) i 2t—1 ve predive
d dy/dt 1
Buradan ; 2= v/ ve tekrar tiirev alinarak;
dx dx/dt t(2t-1)
d%y _i( ) 1-4t 1 _ 1t
ax? _ dt\e@i-1) dx  t2(2t-1)7 "2t-1  t2(zt—1)3 Jrunur
t=1 i¢in L1 , d—y——?)olur.
dx dx?
dzy
ax2 -3 -3 3v/2
K = dac? 577 = > = -2 bulunur.
dy (1+1)3/ 2v/2 4
[1+(dx) ]
b) t=Ii¢in x=0 ve y=0 dir. C(h;k) egrilik merkezinin koordinatlari
dy dy)?
h= _dx[1+ (dx) ] —0— 1(1+1)_E
— @y T T 3 3
dx?
dy 2
1+(52
k=y+M= 0+ 1_L31= —% bulunur.
dx?

Egrilik yaricap1 R = |£| _ k2

Buradan egrilik ¢gemberinin denklemi;
2\? 2\%> 8
(x - 5) + (y + 5) = gbulunur.



10.8. Belirsiz Sekiller

10.8.1.Tanim
Xl_ir)nXO f(x)= X1ir>nX0g(x)=oo
XEr)nXOk(x):O Xg)ng(ol(x)zo
lim j(x)=1olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler belirsizliklerdir.
X=X
1) xii%o[f(x) —g(x)] = [0 - o] 2) Xgnxo[f( x)k(x)] = 0]
 [kx)] To .| f(x) _[00}
3 Sl P B 4) | | =
)XlanOL(XJ M )Xgnxo[ g(xj %0
Ustel Belirsizlikler
. k( x 0 - I(x 0
5)X1gnxof(x)( )=[oo J 6)Xlir)nX0k(x)( )=[0 ]

. . f(x) [0
D Jim jx) =[]
olarak tanimlanir.(3) ve (4) nolu belirsizliklerde L’Hospital Teoremi uygulanir.

Teorem.10.1: f ve g, (a,b) araliginda siirekli tiirevlere sahip iki fonksiyon olsun.

X € (a,b) noktasinda; f(x ) =g(x;) =0 vef ' ve g' fonksiyonlarida x , noktasinda

' f'(x
siirekliiken g (x) # 0 olsun.Bu durumda; Lim ) _ M

’ olup yine
X=Xg g(x)  g'(xp)

o0

{%} veya [—} belirsizlik devamederse bu kural sonug alinana kadar tekmarlanir.

(o]

10.8.2.Belirsiz Sekiller ile Tlgili Coziimlii Ornekler

1) linl{

1
——— | limitini hesaplayiniz?
logx x-1

Coziim: ili)nl{ 10; = ﬁ} = (oo - oo) (Payda Esitlesek)

lim x=1-logx = 0 ve 0 olduguna gore L.’Hospital kuralina gore;
=l (x—1).logx 0 0
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x—1

“1-logx)’ 1-1 -
limwzlim_Azlim X = fim =l
x—1((x —1).log x)’ X_)llogx+ x—1 x->lxlogx+(x-1) x—>lxlogx+x-1
X X
. -1 . 1 1
Yine L’Hospital uygularsak; lim (x—D -=lm ——=—
X_)l[(x—1)+x.10gx] x—>llogx+1+1 2

k
2) lim (1+x) A limitini hesaplayimiz.
x—0

k
Coziim: lim (1+ x) g =1%
x—0

|

0

0

k . In(1+ 0
lim _In(1+ X)A = lim E.ln(1+x)=0.oo:> lim nd +x) =|— | (L’Hospitalden)
x—0 x—0 x x=0 X 0
k
1
= lim MZ im 1+_X=k
x—0 < x—0 1
() ‘

im In(1+x)55 =k = Tim (1+x)7% —eK
x—0 x—0

X
3) lim (2+1j limitini hesaplayiniz.
X—>0| x

) X
Coziim: lim (—+1j =1%

2\ 2
= ln(—+1j = lim X.ln[—+1)=(0.oo)

= _lim = lim = lim = lim —i. /—1
X—>00 | X—>0o 1 X—0 1 X X2 (x+2) X2
] % %
. 2X 00 , .
= X~ =lim =|— (L’Hospital uygulanirsa)
o X (X +2 S S

' X
= lim(ZL),zlimgzzz lim 1n(2/+1)xz2 = lim (g+lj :e2
X—>0 X e | X—>00 X X—>0{ x

|



)ln(x—e)

4) Xlg)ne(ln X limitini hesaplayiniz.

.o In(x—e) _ ;o0
Coziim: Xlgr)le(ln X) =1

L In(x—e) B . In(x—e)
y= )}gne(ln x) =Iny=In )ggne(ln x)

Iny= lim In(In x)ln(x—e) =1Iny= lim In(x— e)In(In x) = (0.00)

Iny= xliil)lew - E} (L’Hospital uygulanirsa)
In(In x)
’ 1 2
iy = i P < ey )]

(L’Hospital uygulanirsa)

2 2
e lim | - xIn (Inx)+In“(Inx)+2.Inx.In(In x)
y X—>€ 1

0(x)

= lim 6(x)=0 = Iy=0 = y=<=1 = Xlil)ne(lnx)ln(x_e) —e0=1

X
5) lim (e% +lj limitini hesaplayimiz.
X—>0 X

X—>00 X

y=(e% +lj = Ihy= X.ln(e% +lj
X X

Coziim: lim(e% + lj =(1)"

1
= limlhy= limx.ln(e" +l} = (0.00)

X—>00 X—0 x

)

In| e’ +—

N X [0} (L’Hospital uygulanirsa)
1 0

=lim

X—>0

X

235



) (vo1Y
= lime+1=2 = limlny=2 = limy=e’= hm(/w—j =e’

0 -
X—> X—>00 X—>0 X

6) lim (ln2 xil—lnx] limitini hesaplayiniz.
x—e

i }
- . 2 0
Coziim: xhi)ne(ln x[l —Inx | = (1 )

i
y= lim (lnzxj: I-lnx| — Iny= hm{
X—e xX—e

1-Inx

}m (ln2 x)

= limlny= lim{

}ln(lnz x)=(0.0)

x—e x—e 1-Inx
2In x.l
X
i) O] ) finx
= =| = |L’Hospital ] ‘= lim AD- X iy — X
)11_)1116 o Inx [O} ospital uygulanirsa; xhgle T thle 7
X
) X ..
= lim — /1/X=hm— —=lim ——=-2
X—=¢ x.Inx X=>¢ x.Inx 1 X—2€ Inx
| 1
= Iny=-2 = y=e 2 = lim (ln x)l—lnx —
X—¢ e2
. X—a e
7) lim ———  limitini hesaplayiniz.
X2agmx-—smna
I~ ) xX—a of,, ) ) 1 1
Coziim: im —— =| — | (L Hospital uygulanirsa)= lim = =seca
x>asinx—sina |0 x—>a COSX CcOosd
—sin
8)li OX 3 % Jimitini hesaplayiniz.
X—> X
- x—sinx |0 , ,
Coziim hna = o (L’Hospital uygulanirsa)
X—> X
lim (x sm’ x) = lim Izcosx _ [9} (L’Hospital uygulanirsa)
20 (x3) =0 3x? 0



_ lim (1—cosx) i sin x ={9} —  lim (sin x)  lim SO _ 1

/ 1m !
x—0 (3)62) x—0 O6x 0 x—0 (6x) x—0 6 6
1- .
9) lin% CSS limitini hesaplayiniz.
X—> X
. 1=
Coziim: lim cosx { }(L Hospital uygulanirsa)
x—0 _x2 0
@ ' [0] .
= lim (Cﬂ = lim sin x =| — [(L’Hospital uygulanirsa)
x—0 (xz ) x>0 2x L 0_
. (l cos x)' sinx [0 ., .
= lim—F = 1lim =| — | (L’Hospital uygulanirsa)
x—=0 (x2 ) x>0 2x 1 0 |
~ lim (smx) _ i SO8 ¥ _1

x>0 (Z)C) =0 2 2

3+ 5x*
10) lim ——————— limitini hesaplayiniz.
) x—0 2x + x* + 3x* i

4
Coziim: lim % = [ﬂ} (L’Hospital uygulanirsa)
x>0 2x +x° +3x ©
4\ 3
. : 2
= lim (3 X ) - = lim 30—xz = {f} (L’Hospital uygulanirsa)
x>0 2x+x3+3x4) x>012x% +3x2 42 Lo

2
= lim @—x = [f} = lim 120x _ [2} (L’Hospital uygulanirsa)
o0

X—>00 36x +6x 00 x—0 72X+ 6
- lim 120 5
oo 72 3

2 2
11) lim x % | limitini hesaplayiniz.
ool x =1 x+1

x>0 x+1

Coziim: lim {— - —} [o0 — 0]

X—>00

3,02 3, L2 2
lim = (1)2 X )—F} o fm XXX RX g 2X 1:{3}
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x> +x-30
12) Iim———
25 Jx—-1-2

limitini hesaplayiniz.

2

. X" +x-30 0
Cozim: lm——— = {—} (L’Hospital uygulanirsa)

x—5 ,‘Ix_ _2 0 y

2 '
o (=30 L 2xl 11
xﬁS(/_x_l_Z)' x5 1 1

2dx-1 4

13) lim & (1=¢)

limitini hesaplayiniz.
x>0 (1+x) log(1—x)

Coziim: lim ed-e)) _ {9} (L’Hospital uygulanirsa)
=0 (1+ x) log(1—x) 0
x x ' x XY p2x _
> a : (11 el)) I o )(1e+x)) =_1:1
(I+x) log(1-x) logl—x)——"%
(I-x)
e3X _ e—3x
14) lim ——— limitini hesaplayiniz.
x—>0  sin2x
Cozim: [jm —— = {_} (L’Hospital uygulanirsa...)
x—0  sin2x 0
. e3X _e 73X . 3e3X 133X 6
llm = llm _— = — = 3
x—0 (sin 2X) x—>0  2cos2x 2

X
. 3y .
15) lim (1——) limitini hesaplayiniz.
X—»00 X

Coziim: lim(l — Ej :(1°°) isey = lim (1—3] ise Lny = Ln lim

X—>00!

X—00 X X—»00 X

Iny = lim x.ln(l— 3) =(0.0)

X—00 X

ln(l - 3]
Iny= xﬁ—r>noo—x = [g} — L Hospital uygulanirsa

[

1-=
X

3}"



=li =1 =l
Iny=lim £ = i sl T
x X X
2
= lim 3x —x o2 L’Hospital uygulanirsa;
X—00 x(x_:;) X—>0x 3 0
=1 (=32) = =3 .3

16) lim (X —1).cotx="?
x—0T

. .e =110 . e
Céziim: lim (¢* —1).cot x=(0.0) ise lim £ =] =lim =-=1
x>0 x=0" tan x 1

17) tim| —— - X ]9
->"lnx x-1

sziims lim[ ————* | = (s0—c0) = lim x—1-xlnx 0
e lim| — ——= | =(00—o0) = . N, | ==
Sl e — w1\ (x—1)Inx 0

. X _9
18) Xhi)no(logx) )

Coziim: lim (logx)" = [OOO] ise y = lim (log x)*

Iny=1im In (log x)x = lim x.ln(log X) = (0.00): lim ln(log X) _ |:f}
x50 x>0 x—0 1 ©

X
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1/ Inx 1 « o
X — 1 xInx _— | _

S = lim-2M2 = [im ———=|—
1 a1 x>0 Inx Lo

} L’Hospital uygulanirsa ;

2
X x*

Iny= lim_—x=0ise y=eo=1
x—0

19) lim xSINX =9
x—0t

Céziim: lim xSi“X=[0"}
x>0t

Iny= lim sinx.Inx=[0o]=hy= lim X _ [2}
x0T x—>01 cscx |

1
d 3
Iny= lim —2—= [2} =lny= lim -2 - [9}
x—0t _ Cosx [ x—=0t xCosx |0
sin’ x

. 3sin’ x.Cosx 0 . 0
=lny= llIm -——=|—- (=0 ise y=e =1
x—0t Cosx—xSinx |1

1

20) lim xX limitini bulunuz.
X —> 0

1

0 T X
=lny= Xh_II)loo In x

Coziim: lim xX =|o
X—>00

. 1 . Inx ||
Iny= Xh_rl)loo ;.lnx:[O.oo]:>lny= Xhm - = ise

—>0 X o0
! 1
Iny= lim X =0=y= lim xX=e=1
X—0 ] X—>0
10.9.Diferansiyel
Tanim: ? semboliinde goriilen dx ve dy biiyiikliiklerini agiklayalim: y = f(X) olmak iizere;
X

dx biiytikligiine “x” bagimsiz degiskeninin diferansiyeli ve dy = f '(x).dx olarak tanimlanan
dy biiyiikliigiine de “y “ bagimli degiskeninin diferansiyeli denir. Esitlikte de goriildiigi gibi
dy diferansiyeli x’in fonksiyonudur.

Teorem: /' ve g tiirevlenebilen fonksiyonlar ise;



id(f Tg)=df Tdg
i) d(f.g) = gdf +fdg

f f —f

i) d(_) _edf ~fdg (. . 0)
g g

10.9.1. Diferansiyelin Geometrik Yorumu

y=f (x)fonksiyonux = x, ‘da tiirevlenebilen bir fonksiyon olup, x,’in civarinda grafigi

Sekil 10.19°da goriildiigii gibi olsun.
YA

[PH| = Ax ve|QH]| = Ay Q
IRH| =f(x,, )|PH| y=f(x)
[RH|=f'(x,, JAx =
R

[RH| = f'(x, )dx = Ax = dx

= f’ = M ‘ AX—
tana = f(XO)_|PH|
Vaxigin|[RH| = f'(x )dx = dy ¢

|RH| =dy oldugundan

Sekil 10.19. Diferansiyelin geometrik yorumu

[RH| £ *ninx,, 'daki diferansiyeldir.

Eyoram icin dyle bir € > 0 sayis1 secelim ki; Ax - Oiken &— 0 olsun. Buna gore ;

ﬂ:f'(

X, )+ edir
~ o)

= Ay=f '(xo).AX +&.AX = Ay = dy olur. Bunu birkag 6rnekle acgiklayalim.

Ornek : y = f (x) = x> + 3x fonksiyonu i¢in Ax in x artmasina karsilik Ay artmasin ve dy
diferansiyelini bulunuz.
Coziim: Ay=fx+Ax)—-f(x)
= (X + Ax)* + 3 (x + Ax) — (x> + 3x)
= (2x + 3) Ax + ( Ax)? “dir. dy diferansiyeli ise;
dy=y’ .dx =(2x + 3) dx=(2x + 3). Ax bulunur.
Ornek : y = f (x) = x* fonksiyonunda x, x = 2 den itibaren Ax = 0,01 kadar artiriliyor. y’nin

gercek degisimi olan Ay’ yi ve dy diferansiyelini bulunuz.
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Coziim:Ay = (2,01)° — (2)* = 8,120601 - 8 = 0,120601 dir. y’ deki degisimin yaklasik degeri
diferansiyelle, x =2 , dx = 0,01 alinarak

dy=y .dx= 3x2dx =3.22.0,01 =0,12

olarak bulunur. AY- dy = 0,000601 olup ¢ok kiigiiktlir. Buradan da yaklasik hesaplamalarda
Ay = dy alinabilecegi goriilebilir.

10.9.2. Diferansiyel Kurallar:

Bir y = f(x) fonksiyonun diferansiyeli, dy =y’ -dx formiilii ile kolayca bulunabilir. Diger
taraftan bu formiilden, diferansiyel alma kurallarinin tiirev alma kurallar ile ayni1 oldugu da
goriilebilir. Ornegin:

y=u-v ise dy=y' *dx=W""v+v - -u)dx=u"-v-dx+v' -u-dx‘dir.
u'-dx=du ve V'-dx = dvolduguna gore;

y=u-v ise dy=v-du+u-dv bulunur.

Bazi diferansiyel formiilleri asagida verilmistir.

Fonksiyon Diferansiyel

1) y=c (c sabit ) dy=0

2) y=c-u dy=c-du

3) y=u£vEw=... dy=dutdv+dw+...

4) y=u-v dy=v-du+t+u-dv

5) y=% dy:V.du‘—;.dV

6) y=u" dy =n-u?1-du

7) y=Sinu dy = Cosu-du

8) y=Cosu dy = —=Sinu-du

9) y=e" dy = e" - du

10)y =Ilnu dy = i—u
Ornek 1: Asagidaki fonksiyonlarin diferansiyellerini bulunuz.

a) y=x>-2x*+3x-5 b)y=(x2-3)% ¢)y = Cos? 2x
Coziimii:

a) dy=d(x*)-d(2x>)+d(3x)-d (5) (3.formiil)

=3x?dx —4x .dx +3dx =(3x*>—4x+3)dx
b) dy=d (x*>-3)"*= Z (x*—=3)*?d (x*-3) (6.formiil)

= g (x2—3)*? 2x . dx = 5x (x> —3)*?dx

¢) dy=d (Cos®2x) =3 Cos?*2x .d (Cos2x) (8.formiil)
=3 Cos?2x . (-2 Sin 2x . dx) =- 6 Cos?2x . Sin 2x . dx



Ornek 2: x* + x*y — 2y? = 3 kapali fonksiyonunda 6nce dy diferansiyelini, sonra bundan
yararlanarak Z—z tiirevini bulunuz.
Coziim: d (x>)+d x*y)—d 2y?>)=d (3)
3 .dx+y.d(x?) +x>.dy -4y .dy=0
3x2dx +y .2x . dx + x’dy — 4y .dy =0
(x2 —4y) dy = - (3x* + 2xy) dx

3x24 2x d 3x24 2x
dy=—M.dx veya d—i=- Y

> bulunur.
x<—4y

x2— 4y

Ornek 3: y = ex/v olduguna gore dy ve % i bulunuz.

y =e*/yise Iny 5

o _ee X . iy . ..
Coziim: Iny = ;’nln her iki tarafinin tiirevini alirsak;

ﬂ __ydx—x dy

. 2 olur ve buradan;

y.dy =y.dx-x.dy veya (x+y).dy=y.dxbulunur. Buifadede y'yi yalniz birakirsak;

dy= Y dx olurve boylece L = Y olarak elde edilir.
X+y dx x+y

Ornek 4: x = 2 Sin t + Cos 2t ve y = 2 Cost + Sin 2t olduguna gore Z—i i bulunuz.

Coziim: dx = (2 Cost - 2 Sin 2t) dt ve dy = (- 2Sin t 4+ 2 Cos 2t) dt'dir. Buradan

dy _ Cos2t-Sint

= - bulunur.
dx Cost—Sin 2t

10.9.3. Diferansiyel Yardimiyla Yaklasik Hesaplama

y = f (x) fonksiyonunda x e verilen Ax artmasi i¢in y’nin Ay degisme miktarinin Ay = dy
oldugunu biliyoruz. Bu 06zellik, fonksiyon artislarinin yaklasik olarak diferansiyelle
bulunabilmesini saglar ki bu da hesaplamay1 kolaylastirir. Clinkii dy’yi bulmak, y’nin gercek
artis1 olan Ay’yi bulmaktan daha kolaydir.

Ornek.1: y = fonksiyonunda x degiskeni x = 3 den x = 3,02 ye kadar artiriliyor.

X
x%+1
y’deki degisimi diferansiyelle yaklasik olarak bulunuz.
Coziim: x =3 , Ax = dx = 0,02 alinarak

) _
)2( i 12 dx = —82 . 0,02 =-0,0016 bulunur. Buna gore x , x = 3 den itibaren
(x%+1) 10

dy=y .dx=

Ax = 0,02 kadar artirilirsa y , yaklagik olarak dy = - 0,0016 kadar degisir.(0,0016 azalir).
Ornek.2:38 =?

Coziim: y =+/x = x1/2
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=1

y' =3 x1/2=dy =y’.dx= dx

1
2vx "
x=36 alalim dx = x2-x1 =38-36 = 2 olur.

=1 ap e qee Lt g 1 51
y—z.x/::>dy—y.dX—2&.dX—2\/%.2—6

dy:yz-y1=\/%-\/3_=%ise\/%—6:%:> 3853?7

Ornek 3: Y/127nin degerini yaklasik olarak hesaplayiniz.
Coziim: y = V/x fonksiyonunda x = 125 iciny = V1252 =5 dir.

x ‘e Ax = 2 artmasi verelim.

1
3.31252

dx =

) __1 —2 _ z
dy—y.dx-3 2—75—0,026

Vxz
bulunur. O halde;
V127 = Y125 + Ay = V125 + dy = 5 + 0,026 = 5,026dur.
Ornek.4:1/61 =?

Coziim:y = Vx = x5

1 , 1
y ZE.X'2’3=>dy= ydx == dx

y = 3/x fonksiyonunda x = 64 iciny = V642 =3
X =64 i¢indx = x2 — x1 =61 — 64 =-3

1 —

1 1
e Y e (=
dy =y2-y1- Y61 - /64 = — -+ 4 = V6T=1

dy =

Ornek.5: Yarigap1 r=10 cm olan bir metal levha 1sitilinca genleserek r=10,05 cm olmaktadir.
Alandaki yaklasik artig1 bulunuz.
Coziim: Dairenin alan1 s = 7r? olupr=10cm ve dr = 0,05 cm. alinarak alandaki
yaklagik artis;
ds =s’.dr=2nr .dr=20m.0,05 =1 = 3,14 ¢cm? bulunur.
10.9.4. Ardisik Diferansiyeller
y= f(x) fonksiyonunun diferansiyelinin diferansiyeline bu fonksiyonun 2. mertebeden
diferansiyeli denir ve bu d?y veya d? f(x) simgeleriyle gdsterilir.
Bu tanima gore
d’y=d(dy)=d(y’.dx)=(y’ .dx) .dx=(y”.dx).dx d?y=y”.dx? dir.
y=f(x)in 3., 4., ...., n. mertebeden diferansiyelleri benzer bicimde tanimlanir.

3 . mertebeden diferansiyel: d’y=y’”. dx?



4 . mertebeden diferansiyel: d*y =y® . dx*
n . mertebeden diferansiyel: d"y =y™ . dx"

seklindedir. Bu formiillerden ardisik tiirev formiilleri;

n

99 dzy 999 d3y (4) _ d4y (n) _ d y

= — =—....... = —— olarak yazilir.
dx? ° y dx3’ y dx* y dx™ y

Ornek.1:y =x’— 2x? + x — 3 fonksiyonunun 3 . mertebeden diferansiyelini bulunuz.
Coziim: dy = (3x*—4x+1)dx

d2y = (6x — 4)dx?

d’y =6.dx?
Ornek.2: y = i fonksiyonunun ardisik diferansiyellerini bulunuz.

1

Coziim: dy = - = dx
Py = 1 .32 dx2
$Py=- 1;624'3dx3
dny _ (‘Dnl 2 3anr1 ........ nan= (_DHJC:J!r1 dx®

Ornek.3: z=x.e"ise d"z="?

Cozim: dz=(C"+xe")dx=(x+1)e*dx
dz=[e*+x+1De*]d=(x+2)e*.dx>
dz=[e"+(x+2)e* ] dx*>=(x +3) e* dx°
d"z = (x + n) e*dx"

Ornek.4: Bir ¢emberin yaricapi 6cm’den 6,25cm’ye degistirilirse cemberin yarigapidaki

artis miktar1 ne kadar olur?
Coziim: C =2mr » C'=2n= i—c =21 = dC = 2m.dr = 21(0,25) = 0,5n
r

Ornek.5: Bir dairenin yaricap1 8,4m’den 5Sm’ye degistirilirse dairenin alanindaki azalma

miktar1 ne kadar olur?

A
Coziim: A = 1’ — A’ = 21r = ‘Z— =2nr = dA = 2mrdr = 21.5(3,4) = 34n
I

Ornek.6: Bir kiirenin yaricapt 2,5cm’den 3,8cm’ye degistirilirse kiirenin hacmindeki artis ne

kadar olur?
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Coziim: V = % >V = % m3R* = ‘L—V =41’ = dV = 4nr’dr = 47.4%(1,3)= 83,2
r

ALISTIRMALAR
ds
Asagidaki denklemlerden Ix yay uzunlugu tiirevlerini bulunuz.

1) y=x32—s=m

X

2 2 _ E _ 32—3x2
2) x° +4y” =8 dx ~ + 32-4x2
_ 4 E _ x4+1
3) 6xy =x*+1 —= 53
Asagidaki fonksiyonlar i¢in P tiirevlerini bulunuz.
4) x=t3,y=3t2-1 §=|3t|.\/t2+4
5) x =sint, y=2Cost 3—:=\/1+35in2t
Asagidaki egrilerin yanlarinda verilen noktalarindaki egriliklerini bulunuz.
6) y=2x2,x1=0vex2=§ (K1 =4 ve K2 = 2)
7) y=Sinx , xz%(K= -1)
2 _ : _ 2
8) y% =12x ,(3;6) (K =-2)
3V5
9) y?2-x) =311 (k=12
_ 242 _ 21 _ 43 — - _1
10)x =3t°, y=3t—t> ,t=1de ( = 6)
11) x = cost + sint , y =sint—tcost , t=m de (K=—%)

Asagidaki egrilerin yanlarinda verilen noktalarindaki egrilik yarigaplarini bulunuz.

12)y=¢e*, x=0 (R =2v2)
_ _ _ 1717
B)yxy=4,x=1 (R_ . )

14) y = Cosx ng(Rzﬁ)

4
15) x3 + xy? —6y2 =0 (3;3)(R =5V5)

16)x =t—Sint , y=1—Cost , t =mde (R=4)

Asagidaki egrilerin yanlarinda verilen noktalarindaki egrilik gemberlerinin denklemlerini

bulunuz.

17) y2 = 12x , (2;3) [(x_§)2+(y+2)2 :%]



= e (- -3 =3
19) ay? = x3 , (a;a) [(x+117a)2 + (y—mTa)Z = 61a2]

Asagidaki egrilerin evoliit denklemlerini bulunuz.

20) y2 = 12x [81y% = 4(x — 6)3]
L +L =1 [(ax)?/3 + (by)?/? = (a? — b2)?/]
22)x =Cost+tSint, y=Sint—tCost [x2 +y% =1]

23) Asagidaki fonksiyonlarin dy diferansiyellerini bulunuz
a) y=03-2x)*dy=-8 (3-2x)°.dx

b) y = Sin 3x?dy = 6x Cos 3x*. dx
1

c) y= Arctanx/? dy = m dx
d) y=e"x? dy = - xz—g e/x? . dx
e) y=InCosx dy =-Tan x . dx

24) Asagidaki bagitilardan diferansiyel yardimiyla Z—Zi bulunuz.

dy 3
a) 3x%—dy’=12 2=
dx 4y
2_3x2y = @ _ 23y
b) 2xy"-3x7y=>3 dx ~ x(4y—-3x)

) In(x 4 y) dy y2+ xy—1
¢)xy =In (x —_— =
y y dx x2+ xy—1

A

25) Ax in yeteri kadar kiiciik olmasi kosuluyla vVx + Ax = v/x + ny oldugunu

gosteriniz ve bu formiilden yararlanarak V37 ve V117 nin yaklasik degerlerini bulunuz.
(V37 =6,083 ; +117 =10,818)
26)Vx + Ax = Vx + ~ nj;__loldugunu gbsteriniz ve bu formiilden yararlanarak /25 , /85

sayilarinin yaklasik degerlerini bulunuz.

(V25 =296 V85 = 3,037)
27) y = x* — 2x?* fonksiyonunda x, 4’den 4,01’e artiriliyor. y’nin degisimini diferansiyelle
bulunuz. (dy = 0,32)
28)y = \/i; de x ,1’ den 0,97 ye azaltiltyor. y’nin degisimini diferansiyelle bulunuz. (dy =
0,015) 7) y = x> — 3x> + 2x + 5 fonksiyonunun x = 2,03 i¢in yaklasik degerini bulunuz.
(5,06)
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29) Yarigap1 r = 10 cm olan dairesel bir levha 1sitilinca genleserek yarigap1 10,15 cm
olmaktadir. Alandaki yaklasik artmay1 bulunuz. (ds = 9,42 cm?)

30) Bir 6grenci bir kiiptin ayrit uzunlugunu 0,01 cm hata ile 9 cm olarak Slgmiistiir. Bu
durumda kiipiin hacminde yapilan hata ne olur? (dc = 2,43 cm?)

31) 5 cm yarigapl bir kiirenin yarigcap1 4,8 cm. ye diistiriildiigiinde:

a) Hacmindeki, b) Yiizey alanindaki azalmay1 bulunuz.

a) dv=-62,8 cm?; b) ds=-25,12

32) Asagidaki fonksiyonlarin istenen mertebeden diferansiyellerini bulunuz.

a)y = x%* ise d*y=? C: (X2 +4x +2)e* . dx°

b) y =Inx ise dy=? C: x% .dx?

)y= mTX ise d’y=? C: 11_;1% dx?

d)y=x" ise d'y=? C: n !dx"

e) y =x% .Inx ise d"y=? C: den (n>3)
fHleX+e¥=1 ise  d’y=? C: e | dx?



