
 

10. BÖLÜM 

TÜREVİN UYGULAMALARI 

10.1. Hız Ve 1vme 

Daha önceki bölümlerde de�indi�imiz hız ve ivme kavramlarını, bu bölümde, yüksek  

mertebeden türevlerin anla`ılması açısından geni`leterek ele alalım. 

Örnek 10.1: Bir yolcu treni fren yaparak bir istasyona yakla`ıyor. Trenin fren yaptı�ı andan 

itibaren kat etti�i mesafe s=120t-t2ile veriliyor. Burada t, 0 ile 60 sn. arasında de�i`iyor. Buna 

göre; 

i)Ba`langıç ve biti` hızlarını bulunuz. 

ii)Ba`langıç ve biti` ivmesini bulunuz 

Çözüm 10.1: i)Hız, kat edilen mesafenin (yol) zamana göre birinci türevine e`ittir. Yani;

v s
ds

dt
t= ò = = −120 2  

Buna göre, ba`langıç hızı t=0 sn. anındaki hızdır; 
v m sn= − =120 2 0 120.( ) /  

Biti` hızı ise t=60 sn. esnasındaki hızıdır. Yani; 

v m sn= − =120 2 60 0.( ) /  .Böylece, tren 60 sn'de durur. 

ii) 1vme hızın birinci türevine e`ittir. Yani; 
2sn/m 2

dt

dv
va −==ò=   

Burada ivme de�eri sabit oldu�undan ba`langıç ve biti` ivmesi aynıdır. 
10.2.Yüksek Mertebeden Türevler 

Yukarıdaki örneklerde anla`ılaca�ı gibi ivme yolun zamana göre ikinci türevine e`ittir. Bu `u 

`ekilde ifade edilebilir: 

 = òò = ö
ø÷

ö
ø÷

=s
d

dt

ds

dt

d s

dt

2

2
 

Genelle`tirecek olursak; y=ö(x)fonksiyonu verildi�inde y 'nin türevinin türevine y=ö(x) 

fonksiyonun ikinci mertebeden türevi denir ve; 

yD2
x  , 

2dx

y2d
  (x),f,y òòòò  

sembolleri ile gösterilir.
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Benzer olarak üçüncü mertebeden türev; 

yD3
x  , 

3dx

y3d
 (x),f,y òòòòòò

 

sembolleri ile gösterilir. Aynı mantıkla n. mertebeden türev;  

y Dveya  
dx

y d
  (x), fy n

xn

n
n

,
n  sembolleri ile gösterilir. 

Örnek 10.2: Bir çark ñ açısı yaparak dönüyor ve bu dönü`  ñ = 0.004t5/2 + 0.1t2 formülleriyle 

veriliyor. Burada, t saniye cinsinden zamandır. Buna göre; 

 i) t=4 sn için w açısal hızını bulunuz. 

 ii) t=4 sn için  açısal ivmesini bulunuz. 

Çözüm 10.2:  W Açısal hızı, ñ açısal sapmanın türevidir. 

Yani; rad/sn. 00.2(4)3/20.01(4) deki;sn' 4t0.2t3/20.01t
dt

dθθ 88.=+==+==ò=  

 açısal ivmesi, w açısal hızının 1.türevine  veya ñ açısal sapmanın 2.türevine e`ittir. 

  2rad/sn  0.23=0.2+1/20.015(4)α    de;sn.' 4=t  0.21/20.015t
2dt

θ2d

dt

dw
wα =+===ò=  

Örnek 10.3:Bir cisim verilen bir parabolün bir bölümünde x=t , y=9-t2 parametrik 

denklemleri ile hareket ediyor.t=1 sn. 'deki hız bile`enlerini ve bile`ke hızı bulunuz. 

(_ekil.10.1) 

 

_ekil 10.1. y=9-t2 parabolü 

Çözüm 10.3:  x do�rultusundaki vektör bile`eni Vx ve;
dt

dx
Vx =  

             y do�rultusundaki vektör bile`eni Vy ve;
dt

dy
Vy = olur. 



 

Buna göre;  bulunur.-2t  
dt

dy
V   ve1 y ====

dt

dx
Vx  

t=1 sn. 'deki de�erler ise; Vx=1 m/sn ve Vx e�ri boyunca sabittir. Vy=-2(1)=-2 m/sn 

t=1 sn. 'deki bile`ke hız; V bile`ke hızının büyüklü�ü (`iddeti) Pisagor Teoreminden; 

./ 2.25)2(1 2222
snmVV V yx =−+=+=  

ñ negatif açısının de�eri ise; y ( 2)
Arc tan Arc tan 63.4  

x 1
olarak bulunur.

−
ñ = = = − ð

 

 

10.3. Te�et Ve Normal Denklemi 
Türevin en bilinen uygulamalarından biri de Te�et ve Normal denklemleridir. _ekil 10.29de 

görüldü�ü gibi þ = Ą(ý)  fonksiyonunun grafi�ini ele alalım. þ = Ą(ý)  fonksiyonunun 

grafi�ine veya Ą(ý) e�risine ý0 noktasında te�et olan do�ruya T (tangent) diyelim.  

 

_ekil.10.2.   y=f(x) fonksiyonunun grafi�i  

Analitik geometriden de hatırlanaca�ı gibi te�et do�ruya dik olan N (Normal) do�rusunu 

çizelim. Buna göre, þ = Ą(ý)  fonksiyonunun grafi�ine (ý0, þ0) noktasında te�et olan 

do�runun denklemi, þ 2 þ0 = ÿ ∙ (ý 2 ý0) 

olarak yazılır. Burada, þ0 = Ą(ý0) ve ÿ = Ą2(ý0) olup yukarıdaki denklemde yerine 

yazılırsa, þ 2 Ą(ý0) = Ą2(ý0) ∙ (ý 2 ý0) 

Te�et do�runun denklemi elde edilir. ÿă ∙ ÿĂ = 21 (birbirine dik olan do�ruların 

e�imlerinin çarpımı 219dir) e`itli�inden ÿĂ = 2 1þ� bulunur. Bu de�er te�et do�rusu 

denkleminde yerine yazılırsa, þ 2 Ą(ý0) = 2 1Ą2(ý0) ∙ (ý 2 ý0) 

olarak Normal Do�ru denklemi bulunur.  
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Sonuç olarak; herhangi bir þ = Ą(ý)  fonksiyonunun (ý0, þ0) noktasındaki Te�et ve Normal 

do�ru denklemleri sırasıyla, þ 2 Ą(ý0) = Ą2(ý0) ∙ (ý 2 ý0)  T.D. 

 þ 2 Ą(ý0) = 2 1�2(ý0) ∙ (ý 2 ý0)  N.D. 

olarak bulunur. 
 

Örnek.10.4: f(x) = 8x5 – 4x4 + 12x3 +6x2 + 10x +13 fonksiyonunun x=1 noktasındaki Te�et 

ve Normal denklemlerini bulunuz. 

Çözüm.10.4:f(x) = 8x5 – 4x4 + 12x3 +6x2 + 10x +13 ve f9(x)=40. x4 – 16x3 + 36x2 + 12x+10 

f(1) = 8 . (1)5 – 4 . (1)4 + 12 . (1)3 + 6 . (1)2 + 10 . 1+13 = 45 

f9(1)=40. (1)4 – 16. (1)3 + 36. (1)2 + 12. 1+10 = 82 

y - f (x0) =  f9 ( x0).( x-x0)               T.D formülü 

y-f(x0) = - 
1�2(ý0)  . (ý 2 ý0)               N.D formülü 

y-45 = 82. (x-1)          T.D 

y-45= - 
182 . (x-1)          N.D 

 

29)  y = f (x) = 2x4 – 3x2 + 5x -2  fonksiyonunun x = -0.5 noktasındaki te�et ve  normal  
denklemini bulunuz.  

Çözüm : 
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10.4. Maksimum, Minimum ve Büküm Noktaları 
Bir önceki bölümde türevin geometrik anlamını, e�rinin herhangi bir noktasındaki e�im için 

bir formül olarak tanımlamı`tık. Birinci türev veya e�im pozitif iken e�ri artan bir grafik 

çizerken, negatif durumda e�ri azalan bir grafik çizer. E�er e�ri bir yerel maksimum veya 

yerel minimum noktada döndü�ünde, bu noktalarda te�et yatay bir do�ru ve birinci türev veya 



 

e�im;  y'=ö'(x)=0’dır. Bu noktalar basit olarak maksimum veya minimum noktalar olarak 

adlandırılırlar. y'=0  olan noktalar sabit noktalar olarak adlandırılırlar. 

1kinci türev ise e�imin de�i`im oranıdır ve e�rinin bükümlülü�ü hakkında bilgi verir. 1kinci 

türev pozitif iken, türev fonksiyonu (e�im) artan ve e�ri yukarı do�ru bükümlüdür. 1kinci 

türev negatif iken, türev fonksiyonu (e�im) azalan ve e�ri a`a�ı do�ru bükümlüdür E�rinin 

büküldü�ü ve bükümlülü�ün de�i`ti�i noktada bükülme sıfır ve bu noktada ikinci türev  

òò = òò =y f x( ) 0  olur. y''=0 olan noktalar kritik noktalar olarak adlandırılırlar. Bu nokta 

matematikte büküm noktası olarak bilinir. 

E�rilerin temel özelliklerini açıklaması açısından a`a�ıdaki örne�i irdeleyelim. 

Örnek 10.5: 396)( 23 ++−== xxxxfy  fonksiyonu verilsin. 

Bu fonksiyonun maksimum ve minimum noktalarını bulunuz.  

Çözüm 10.5: Bir maksimum veya minimum noktada birinci türev 0'a e`ittir. 

Yani; y'=f'(x)=3x2-12x+9=0  olur.Bu denklem x'e göre çözülürse; 

3x2-12x+9=0      x2-4x+3=0  (x-1)(x-3)=0     x=3  ve x=1 elde edilir. 

x=1, x=3  noktalarında y'= 0 'dır. Bu nedenle; x=1, x=3  noktaları sabit noktalardır. Bu 

noktalardan hangisinin minimum, hangisinin maksimum oldu�unu belirlemek için a`a�ıdaki 

gibi bir tablo düzenleyip y ve y' i`aretleri incelenir. 

x

y  '

y

õ+õ−

õ− õ+

+  +  ++  +  +

1 3

-  - -  - +  +

37

-  -

maksimum minimum

 

Tablodan da görüldü�ü gibi x=1 noktası maksimum noktadır. Çünkü, fonksiyon x=1 

noktasının solunda artar iken x=1 noktasının sa�ında azalan bir grafik çizer. Bu, x=1 

noktasının maksimum nokta oldu�unu gösterir. Benzer `ekilde, fonksiyon x=3 noktasının 

solunda azalan iken x=3 noktasının sa�ında artan bir grafik çizer. Bu, x=3 noktasının 

minimum nokta oldu�unu gösterir.  
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10.4.1. Birinci Türev Testi 

E�er birinci türev bir sabit noktada pozitiften negatife i`aret de�i`tirirse bu nokta yerel 

maksimum noktadır. Sabit noktada birinci türev negatiften pozitife i`aret de�i`tirirse bu nokta 

yerel minimum noktadır.  

x

y '

y

+  +  + -  - -  -

maksimum

0x

0
y

x

y

+  +  +-  - -  -

0x

0
y

minimum

y '

 

Örnek.10.5 ile verilen fonksiyonun belirtti�i e�rinin büküm noktasını bulunuz ve grafi�ini 

çizelim.Bir büküm noktasında òò = òò =y f x( ) 0 9dır. òòy =6x-12=0  6x-12=0  x=2 

x=2 noktasında e�imin de�i`im oranı sıfırdır. Yani bükülme sıfırdır. x=2 noktasının büküm 

noktasını belirlemek için bükümlülü�ün de�i`ip de�i`medi�ini kontrol etmek gerekir. Bunu 

a`a�ıdaki gibi basit bir tablo ile görelim;  

x

y ' '

1 2 3

6- 6

y ''(1)=6.(1)-12=-6

y ''(3)=6.(3)-12= 6

 

Görüldü�ü gibi x=2 noktasında y" i`aret de�i`tirmektedir. Bu x=2 noktasının büküm noktası 

oldu�unu gösterir.(_ekil-10.3) 

 

_ekil.10.3. 396)( 23 ++−== xxxxfy fonksiyonunun grafi�i 



 

10.4.2. 1kinci Türev Testi: E�er x0 gibi kritik bir noktada y" negatif ise e�ri a`a�ı do�ru 

bükümlüdür ve x0 bir yerel maksimum noktadır.  E�er x0 gibi kritik bir noktada y" pozitif 

ise e�ri yukarı do�ru bükümlüdür ve x0 bir yerel minimum noktadır. E�er y" bir kritik noktada 

i`aret de�i`tirirse bu nokta bir büküm noktasıdır. Tablo ile ifade edecek olursak; 

y

+  +  + -  - -  -

Büküm Noktası

0
x

0
y

x

y

+  +  +-  - -  -

0
x

0
y

õ− õ

Büküm Noktası
Yukarı Doğru
   Bükümlü

Aşağı Doğru
   Bükümlü

Yukarı Doğru
   Bükümlü

Aşağı Doğru
   Bükümlü

õ− õx

y ' ' y ' '

 

`eklinde gösterebiliriz. 

10.5. Ekstremumlar (Maksimum veya Minimum Noktalar) 

10.5.1. Maksimum ve Minimum ile ilgili Çözümlü Örnekler 

1) ( )
7

3
:

2 +
−

=→
x

x
xfIRIRf fonksiyonunun ekstremumlarını inceleyiniz. 

Çözüm:

  

¢f x( ) =
x2

+ 7 - 2x( )× x - 3( )

x2
+ 7( )

2
=

x2
+ 7 - 2x2

+ 6x

x2
+ 7( )

2
=

- x2
+ 6x + 7

x2
+ 7( )

2
 

 ( ) 0760 2 =++−=ò xxxf   

  ( ) ( ) 07x1x =−+ olur ve buradan x=-1 ve x=7 bulunur. 

x

y'

y

õ+õ−

+  +  + -  -  -

-1 7

0 0

-  -  -

2  

1−
14

1

minimum maksimum

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )42

2222

7

2.7276762

+

+++−−++−
=òò

x

xxxxxx
xf  

( )( ) ( )
( ) ( )32

2

32

22

7

42286

7

2.76762

+

+−−
=

+

++−−++−
=

x

xx

x

xxxxx
 

( ) ( ) 0
392

1
7f   ve0

8

1
1f ü

−
=òòþ=−òò  x = -1 minimum nokta x = 7 maksimum nokta 
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2) x

1

e.x)x(f =  fonksiyonunun ekstremumlarını inceleyiniz. 

Çözüm: ( ) ( ) õõ−=−== ,00,}0{IRA.Te.x)x(f x

1

 

0..
1

.1)(0)(

1

2

1

=−=ò=ò xe
x

exfxf xx 0
1

1)(

1

=÷
ø
ö

÷
ø
ö −=ò

x
exf x  

1x0
x

1x
0ex

1

==
−

≠  ise (1,e)minimum noktadır. 

0x

y'

y

-  -  - +  +  +

1

minimum
e

+  +

õ− õ+

 

3) ÷
ø
ö

÷
ø
ö

−
−

=
2

12
ln)(

x

x
xf  fonksiyonunun varsa ekstremumlarını  bulunuz. 

Çözüm: 0

2

12

2

12

)( =
÷
ø
ö

÷
ø
ö

−
−

ò
÷
ø
ö

÷
ø
ö

−
−

=ò

x

x

x

x

xf
( ) ( )

( )
( )
( ) 0

12

2

2

1222
)(

2
=

−
−

ú
û

ù
ú
û

ù

−
−−−

=ò
x

x

x

xx
xf  

( )
( )
( ) 0

12

2
.

2

1242
)(

2
=

−
−

−
+−−

=ò
x

x

x

xx
xf ise

( )
( ) ( ) ( )( ) 0

12.2

3
)(0

12.2

23
)(

2
=

−−
−=ò=

−−
−−

=ò
xx

xf
xx

x
xf  

xxf ò )( için  negatiftir. Ekstremum  yoktur. 

4)
x

xy = 8in  varsa ekstremumlarını  inceleyiniz. 

Çözüm: x
xy lnln =  

x
x

x
y

y
xxy .

1
lnln.ln +=

ò
=  

( )
( ) 01xlnxy

1xlnyy

x =+=ò

+=ò
 

e

11
ex1-xln ise  01xln0x

x ====+ -⇒≠  

x

y '

y

-  -  - +  +  +

õ− õ+e

1
-

õ+ õ+÷
ø
ö

÷
ø
ö

÷
ø
ö

÷
ø
ö

−
e 

1

e 

1-

minimum

 



 

5) xey
x cos.=    fonksiyonunun sabit noktalarını inceleyiniz. 

Çözüm: x xy e .cos x sin x.eò = − = ( ) 0sincos. =− xxe
x

 

( ) 0sincos0 =− xxe
x

  ise   ( )
4

12sincos
ð

+== kxxx  

6)
xx

ey
22 −=  fonksiyonunun  ekstremum  noktalarını  inceleyiniz. 

Çözüm: ( ) 0.22 22

=−=ò − xx
exy  

x

y '

y

-  -  - +  +  +

1õ− õ+

e

1õ+ õ+

minimum
 

7) xxy ln.2=  fonksiyonun  ekstremum  noktalarını  inceleyiniz. 

Çözüm: 

( )

e

1
xex

2

1
xlnise1xln2  ve0x

01xln2.xx.
x

1
xln.x2y

2

1

2

==−=−==

=+=+=ò

−
 

x

y '

y

-  -  - +  +  +

õ+e

1

õ+

e2

1
−

0

õ−

minimum

 

8) 233 23 −++= xxxy    fonksiyonunun ekstremum noktalarını  bulunuz. 

Çözüm: 0363 2 =++=ò xxy → 1012 21

2 −===++ xxxx  

x

y '

y

+  +  +

-1õ− õ+

õ+

ekstremum  yoktur.

õ− -3

+  +  +

 

9) xxxy 12
2

9 23 −+=  fonksiyonunun ekstremumlarını bulunuz. 

x -2x2
e 0 2x-2 0 x 1  olur.  =  =
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Çözüm: 01293 2 =−+=ò xxy  

0432 =−+ xx ise ( ) ( ) 041 =+− xx  ve buradan  41 21 −== xx  bulunur. 

x

y

õ+õ−

õ− õ+

+  +  ++  +  +

-4 1

-  - -  - +  +

5 6

-  -y '

2  

13−

minimum   noktamaksimum nokta

 

( )56,4− maksimum nokta   ÷
ø
ö

÷
ø
ö −

2

13
,1 minimum nokta 

Ba`ka  bir  deyi`le  ; 96 +=òò xy  

( ) ( )56,40154 −ü−=−òòy  maksimum nokta 

( ) ÷
ø
ö

÷
ø
ö −þ=òò

2

13
,10151y   minimum nokta 

10)
1

222

−
+−

=
x

xx
y        fonksiyonunun ekstremumlarını inceleyiniz. 

Çözüm: ( )( ) ( )
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2
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( ) 2002 21 ===− xxxx  

x

y

õ+õ−

õ− õ+

+  +  ++  +  +

0 2

-  -  -  -  +  +  

-2

-  -  y '

minimum   noktamaksimum nokta

2

 

( )2,0 − maksimum ve ( )2,2  minimum veya; 

( )( ) ( )( )
( )4

22

1

212122

−
−−−−−

=òò
x

xxxxx
y  

)2,0(02)0( −ü−=òòy   maksimum 

)2,2(02)2( þ=òòy  minimum nokta olarak bulunur. 



 

11) 32 24 +−= xxy     fonksiyonunun ekstremumlarını 2.Türev yardımıyla bulunuz. 

Çözüm: 044 3 =−=ò xxy → ( ) 014 2 =−xx  → 110 321 −=== xxx  

412 2 −=òò xy  ( )3,00440.12)0( 2 ü−=−=òòy  maksimum  nokta 

)2,1(08)1( þ=òòy  minimum nokta 

)2,1(08)1( −þ=−òòy  minimum nokta 

12) Neptün O`inografi Enstitüsü9nde bir grup deniz biyolo�u soyu tükenmekte olan korunan 

bazı balina türlerinin ölçümünde gelecek on yıllarda daha dikkatli olunmasını önerdiler. 

Koruma altına alındıktan sonra yapılan ölçümler, bu türün beklenen popülasyonu; 

600t10
2

t2
3

t3)t(N +−+=  )10t0( óó  

Burada; N(t), t yıl sonundaki popülasyonun durumu olmak üzere, t=2 ve t=6 oldu�unda balina 

popülasyonunun artı` hızını bulunuz. Yapılan ölçümlere göre balina popülasyonu 8 yıl sonra 

ne büyüklü�e eri`ecektir? 

Çözüm: Balina popülasyonunun herhangi bir t zamanındaki artı`ı `öyle verilir. 

10t4t9)t('N
2 −+=  

Özel olarak t=2 ve t=6 oldu�unda balina popülasyonunun artı` hızı; 

  N9(2) = 9(2)2 + 4(2) -10 =34 

33810)6(4)6(9)6('N
2 =−+=

   

olarak elde edilir. Buna göre, balina popülasyonu her iki yılda 34, her 6 yılda da 338 artı` 

gösterecektir. Balina popülasyonu sekiz yıl sonunda; 

2184600)8(10)8(2)8(3)8(N
23 =+−+=

 

balina olacaktır. N(t) fonksiyonunun grafi�i _ekil .10.49de verilmi`tir. 

 

_ekil.10.4.  N(t) ile verilen t yıl sonraki balina popülasyonu. 
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13) Bir roketin aldı�ı yol t saniye cinsinden olmak üzere; 

5t195t96t)t(fs
23 +++−==  )0t( 

 ile veriliyor. 

a. Roketin herhangi bir  t anındaki V hızını bulun. 

b. Roketin hızını t=0, 30, 50, 65, ve 70 oldu�unda bulunuz. Sonuçlarınızı açıklayınız. 

c. b9deki sonuçları kullanarak ve roketin yörüngesinde hızın sıfır oldu�u noktayı 

dü`ünerek roketin ula`tı�ı en yüksek mesafeyi bulunuz. 

Çözüm: a) Roketin t anındaki hızı yolun türevidir. 

1951923)(' 2 ++−=== tt
dt

ds
tfV  

b) Roketin hızı t=0, 30, 50, 65 ve 70 oldu�unda; 

1065195)70(192)70(3)70('f

0195)65(192)65(3)65('f

2295195)50(192)50(3)50('f

3255195)30(192)30(3)30('f

195195)0(192)0(3)0('f

2

2

2

2

2

−=++−=

=++−=

=++−=

=++−=

=++−=

 

veya 195, 3255, 2295, 0 ve –1065 m/s Buna göre, roket t=0 da 195 m/s ilk hıza sahiptir ve 

t=309daki hızı 3255 m/s9dir. Uçu`un 50. saniyesinde roketin hızı t=309daki hızdan daha dü`ük 

olan 2295 m/s9dir. Bunun anlamı roketin hızının daha sonra ö�renece�imiz gibi en yüksek 

hızına ula`tıktan sonra giderek azalmasıdır. 

Yava`lama sürer: t=659te hız 09dır ve t=709te –1065m/s9dir. Bu sayı bize roketin uçu`un 70. 

saniyesinde dünyaya saniyede 1065 metre hızla çarptı�ını söyler. 

c) (b)9deki sonuçlar roketin hızının t=65 iken sıfır oldu�unu gösterir. Bu anda roketin 

yüksekli�i maksimum olup; s = f(65) = -(65)3 + 96(65)2 + 195(65) + 5= 143,655 m9dir. 

Roket yüksekli�inin de�i`imi _ekil 10.59de görülmektedir. 

 

_ekil.10.5. t saniye uçu`ta f(t) ile verilen roketin yüksekli�i 



 

14) Milyonlarca dolar satı`ı yapılan bir DVD film satı`ının yayınlandıktan sonraki t yılda satı` 

oranı ; S(t) = 5t/(t2 + 1)  ile veriliyor. Buna göre; 

a) Satı`ın de�i`im oranını bulunuz.  

b) t=0 iken DVD satı`ları ne hızda de�i`ir. Yayınlandıktan iki yıl sonra ne hızda de�i`ir? 

Çözüm: a)t zamanında de�i`en satı`ların oranı S9(t) ile verilir. Çarpım türevini kullanarak; 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

d 5t d t (t +1)(1)-t(2t) t +1-2t 5(1-t )
S'(t)= =5 =5 =5 =  olur.

dt t +1 dt t +1 (t +1) (t +1) (t +1)

ù ù ù ùù ùö ö ù ù
÷ ÷ ú ú ú úú ú ú úø ø û ûû û û û û û

 

             b)Yayınlandıktan sonra bir zamandaki DVD satı`larının de�i`im oranı;  

2

5(1 4) 3
S'(2) 0.6  bulunur.

(4 1) 5

−
= = − = −

+
 

Bu oran yılda 600,000 $9lık bir azalı`ı gösterir. S fonksiyonunun grafi�i _ekil.10.59de 

gösterilmi`tir. 

 

_ekil .10.5. DVD satı`larının de�i`im oranı 

15)  Kenar uzunlu�u 60cm olan kare `eklindeki bir metal levhanın kö`elerinden kare `eklinde 

parçalar kesilip atılıyor ve geri kalan kısımla üstü açık kutu yapılıyor. Kutu hacminin 

maksimum olması için kesilen parçanın uzunlu�u ne olmalıdır. 

Çözüm: 
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1) Maksimum. hacmi bulmak için de�i`kene  x  diyelim. 

2) Denklemimiz, V = (Taban Alanı) .(Yükseklik) 

V = (60 – 2x)2.x 

3) Her iki tarafın türevini alırsak, 

      dx

dV
V =ò 0)260()2)(260)(2( 2 =−+−−= xxx  

      0)x260()x260(x4
2 =−+−−=  

     0)2604)(260( =−+−−= xxx  

     0)660)(260( =−−= xx  

4) Her bir çarpanı sıfıra e`itlersek ; 

60-2x = 0  ise  x = 30 cm  

60-6x = 0  ise  x = 10 cm  olur. 

5) 1.Türev tablosunun de�i`imi incelenerek;  

x

y '

y

õ+õ−

+  +  + -  -  -

10 30

16000 0

-  -  -

minimummaksimum

 

(10,1600) maksimum hacim de�eri, yani x = 10 cm iken hacim 16000 cm39dür. 

16) Çarpımları 100 olan, toplamları en küçük pozitif iki sayı nedir. 

Çözüm: Sayılardan birisine x, di�erine y diyelim. 

x : 1.pozitif sayı  ve  y: 2.pozitif sayı olsun. 100y.x =  ise  
x

y
100

= olur. Buna göre; 

1ki sayının toplamı ;  
x

xS
100

+=  bulunur. S9nin türevi alınıp sıfıra e`itlenerek; 

2x

100
1

dx

dS
−= =0   10x100x 2 ñ== bulunur. Pozitif rakamları istedi�imiz için 

 (-10)9u de�il, (+10)9u alırız. Di�er rakam 
10

100
= y = 10  olur. 



 

17) Eni 14cm boyu 22cm olan dikdörtgen `eklindeki bir metal levhanın kö`elerinden kare 

`eklinde parçalar kesilip atılıyor ve geri kalan kısımla üstü açık kutu yapılıyor. Kutu hacminin 

maksimum olması için kesilen parçanın uzunlu�u ne olmalıdır. 

Çözüm: 

 

1) Maksimum. hacmi bulmak için de�i`kene  x  diyelim. 

2) Denklemimiz,V = (Taban Alanı) .(Yükseklik) 

V = (22 – 2x). (14 – 2x).x 

3) Her iki tarafın türevini alırsak, 

dx

dV
V =ò 0)222)(414()214)(2( 2 =−−+−−= xxxx  

 V9 012144312 2 =+−= xx  

        026122 =+−= xx  denklemi elde edilir. 

4) Bu denklemin çözümünden; x1= 9.162 ve x2=2.837  bulunur. 

5) 1.Türev tablosunun de�i`imi incelenerek;  

x

y '

y

õ+õ−

---- +++

2.837 9.162

385,634 -145,63

+++

minimummaksimum

 

(2.837, 385.634) maksimum hacim de�eri, yani x = 2.837 cm iken hacim 385.634cm3 8dür. 

18) _iddetleri sırasıyla a ve b olan A ve B gibi iki ısı kayna�ı arasındaki uzaklık L dir. 

A ve B arasında bulunan ve A dan uzaklı�ı x olan bir P noktasındaki ısı `iddeti Ā = ÿý2 + Ā(Ā 2 ý)2 

ile verildi�ine göre, hangi P noktasındaki sıcaklık minimumdur. 
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Çözüm: 1.Türevi alıp sıfıra e`itleyip x9i çözelim: Ā = ÿý22 + Ā(Ā 2 ý)22,    Ā2 = ĂĀĂý = 22ÿý23 2 2Ā(Ā 2 ý)23(21) = 0  
olur. Gerekli sadele`meler yapılarak; 2 ÿý3 + Ā(Ā2ý)3 = 0  ve buradan   Ā(Ā2ý)3 = ÿý3 elde  edilir. 

Üçüncü dereceden kök alalım: ÿ1/3ý = Ā1/3Ā2ý   e`itli�inden; ÿ1/3.L-ÿ1/3ý = Ā1/3. ý   ve buradan  ÿ1/3.L=(ÿ1/3 + Ā1/3)ý olup x =  ÿ1/3 Āÿ1/3 +Ā1/3   olarak elde edilir.Bu de�er için sıcaklık minimumdur. 

19) Çapı 10 cm olan bir daire içine alanı maksimum olacak `ekilde çizilen bir dikdörtgenin 

kenarlarını hesaplayınız(_ekil 10.6).  

Çözüm: ABC üçgenine P1SAGOR teoremini uygulayıp y yi çözelim: ý2 + þ2 = 100    ÿĀă   þ = (100 2 ý2)1/2 olur  

 ve buradan  dikdörtgenin Alanı; 

A=x.y=ý(100 2 ý2)1/2 

Alanın türevini sıfıra e`itleyelim: ĂýĂý = 1. (100 2 ý2)1/2 + 12 ý(100 2 ý2)21/2(22ý) ĂýĂý = (100 2 ý2) 2 ý2(100 2 ý2)1/2 = 100 2 2ý2(100 2 ý2)1/2 = 0 

Payın sıfıra e`it yazılmasından ý2 = 50, ý = 5:2, olup ý2 + þ2 = 100 yerine konulmasından da  y = 5:2 elde edilir. _u halde aranan `ekil, kenar 

uzunlu�u 5:2 olan bir karedir. 

 

 

_ekil 10.6 

20)Üçgen `eklinde bir levhadan, alanı en büyük (maksimum) olan bir dikdörtgen parça 

kesilmesi isteniyor. Bu üçgenin tabanı AC=a, yüksekli�i BH=h oldu�una göre, kesilecek 

dikdörtgenin kenarları ne olmalıdır? 

Çözüm: _ekil 10.79deki üçgenden; 
þÿ = /2ý/  yazılabilir. 

 

 

 

 

 

  

 

 



 

Buradan; y = a(h 2 x)/h  olur.  

Dikdörtgenin alanını ifade edip türev alalım: A = x. y = a.x.(h2x)h    oldu�una göre; ĂýĂý = ĂĂý (ÿ/ý 2 ÿý2/ ) = ÿ/ (/ 2 2ý) = 0 bulunur. 
Buradan; ý = //2 ve þ = ÿ/2 elde edilir.  

 

_ekil 10.7

21)Merkezi M, yarıçapı R olan bir daire dı`ından  bir P noktası alınıyor. P noktasından 

geçen herhangi bir kesen daireyi A ve B noktalarında kesiyor. M merkezinin bu eksene olan 

uzaklı�ı ne olmalıdır ki MAB üçgeninin alanı maksimum olsun (_ekil 10.8)  

 

 

 

 

 

 

Çözüm: MHA dik üçgeninin AH kenarını 

hesaplayalım. ýÿ̅̅ ̅̅ 2 = Ă2 2 ý2 → ýÿ = (Ă2 2 ý2)1/2 ýþ = 2(Ă2 2 ý2)1/2 oldu�una göre;  

 ý(ýþÿĀ) = 2ý(ā22ý2)122 =  ý(Ă2 2 ý2)12 

yazılır. Bunun türevinden; ĂýĂý = (Ă2 2 ý2)1/2 + ý2 (Ă2 2 ý2)21/2(22ý) = 0 

ā22ý22ý2(ā22ý2)1/2 = 0,   2ý2 = Ă2, ý = ā:2 =
:22 Ă   elde edilir. 

 
_ekil 10.8 

22) ABCD yamu�unda BC=CD=DA=10 cm dir. (_ekil 10.9).Yamu�un alanının maksimum 

olabilmesi için AB kenarı ne olmalıdır? 

Çözüm: AB=x olsun. _ekil 10.99dan AH=(x-10)/2 yazılabilir (FB=AH). ADH dik 

üçgeninden h9yi hesaplayalım: /2 = ýĀ̅̅ ̅̅ 2 2 ýÿ̅̅ ̅̅ 2, / = [102 2 (ý210)24 ]1/2
=

12 (400 2 ý2 + 20ý 2100)1/2 = 12 (2ý2 + 20ý + 300)1/2 

Yamu�un alanında h9yi yerine yazalım; 

                    _ekil 10.9 
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A=
(ýþ+Āÿ)2 . / = ý+104 (2ý2 + 20ý + 300)1/2 �2 = dAdx = 14 ddx [(x + 10). √2x2 + 20x + 300] = 0 

 

türevinin sıfıra e`itlenmesiyle; 
                                                                             dAdx = 14 [1. (2x2 + 20x + 300)1/2 + x+102 (2x2 + 20x + 300)212(22x + 20)]=0dAdx = [ 24x2+40x+8004:2x2+20x+300]=0 →    24x2 + 40x + 800 = 0 →  x2

-10x-200=0   ý1,2 = 5 ± :25 + 200 = 5 ± 15 ve buradan;  ý2 = ý = 20āÿ bulunur. 
23) _ekil 10.109da kenarları AB=4 cm, AD=6 cm  olan bir dikdörtgenin dı`ına çizilen en 

büyük elipsin alanının, dikdörtgenin alanına oranını bulunuz. 

Çözüm: Elipsin Ā2ý2 + ÿ2þ2 = ÿ2Ā2  

denkleminden b yi çözelim: Ā2(ÿ2 2 ý2) = ÿ2þ2,     Ā = ÿþ:ÿ2 2 ý2 

Bu ifadede, dikdörtgenin kenarlarından dolayı D 

noktasının D(3,2) koordinatlarını yerlerine yazarsak  

(x=3,y=2); Ā = 2ÿ:ÿ229 elde edilir.      _ekil 10.10 

Bunu elipsin alanında yerine koyalım.    ý = �ÿĀ = 2� ÿ2:ÿ229    olup  türevini alıp sıfıra e`itlersek;               
�ý�ÿ =

2� ��ÿ [ ÿ2(ÿ229)12 ]=2� 2ÿ(ÿ229)2ÿ3(ÿ229)3/2 = 0 

Buradan; 2ÿ3 2 18a 2 ÿ3 = 0, ÿ(ÿ2 2 18) = 0,   a=0,   ÿ2 = 18,   a=3:2 bulunur.  

Bunu ý = �ÿĀ = 2� ÿ2:ÿ229   da yerine yazarsak; ý = 2�. 18/3 = 12�āÿ2 

Dikdörtgenin alanı ý∗ = 4 ∙ 6 = 24āÿ2 oldu�undan aranan oran ý/ý′=12�/24 = �/2 olur. 

 

24) Ā2ý2 + ÿ2þ2=ÿ2Ā2 elipsinin içine çizilebilecek maksimum alandaki bir dikdörtgenin 
alanını bulunuz. 

 

Çözüm: Elipsin denkleminden y9 yi çözelim:  ÿ2þ2 = ÿ2Ā2-Ā2ý2  ise  þ = Āÿ (ÿ2 2 ý2)1/2 olur. 

Dikdörtgenin alanı _ekil 10.119e göre A=4xy olup, y9yi burada yerine yazarsak; 



 

ý = 4Āÿ ý(ÿ2 2 ý2)1/2   olur. x9e göre bu 

denklemin türevi alınırsa; �ý�ý = 4Āÿ [(ÿ2 2 ý2)12 2 ý2(ÿ2 2 ý2)212]  
bulunur ve bu ifade sıfıra e`itlenerek; ĂýĂý = 4Āÿ [ÿ2 2 ý2 2 ý2(ÿ2 2 ý2)1/2 ] = 0 

Buradan;  ÿ2 2 2ý2 = 0, ý = ÿ/:2 = :2ÿ/2 

bulunur. Bu de�eri; 

     þ = Āÿ (ÿ2 2 ý2)1/2            _ekil 10.11 

 denkleminde yerine yazarsak     þ = :22  b olur.  Sonuç olarak; x ve y de�erlerini A=4xy 

alanında yerlerine yazarsak;ý = 4 :22 . ÿ. :22 . Ā = 2ÿĀ  elde edilir. 

25) Yarıçapı R olan bir küre içine çizilebilecek maksimum hacimdeki bir koninin taban 

yarıçapını ve yüksekli�ini hesaplayınız. 

Çözüm: _ekil 10.129de ÿā = ÿĀ 2 āĀ = ý 2 Ă oldu�undan HMK dik üçgeninden; ÿ2 = Ă2 2 (ý 2 Ă)2 = Ă2 2 ý2 + 2Ăý 2 Ă2 ÿ2 = 2ý2+2Rx yazılabilir. Koninin hacmini ifade edelim: � = 13 �ÿ2. ý = 13 �(2Ăý2 2 ý3) 

Hacmin türevinin sıfıra e`it yazılmasından; Ă�Ăý = �3 (4Ăý 2 3ý2) = 0, ���ý = ý(4Ă 2 ý2) = 0   ise ý = 4Ă 3⁄  elde edilir. 

Bu ý = 4Ă 3⁄  değerini ÿ2 = 2ý2+2Rx denkleminde 

 yerine yazarsak; ÿ2 = 2 169 Ă2 + 83 Ă2= 8Ă2/9 veya r=
2:23 Ă  

 olarak bulunur.           _ekil 10.12 

26) R yarıçaplı bir kürenin dı`ına yerle`tirilebilecek en küçük hacimdeki bir koninin 

yüksekli�ini ve yarıçapını hesaplayınız.(küre, koninin tabanına ve yanal yüzüne te�ettir.) 

Çözüm: Koninin taban yarıçapı r, yüksekli�i x olsun (_ekil 10.13) PBO ve PMC dik 

üçgenlerinden ; 
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tg� = āýþ  ,     tg� = ÿý  ve bunlardan; 

 
ÿý = āýþ   þazılabilir. ÿÿ = āĀ 2 āÿ = ý 2 Ă oldu�undan  

PB=(ÿĀ̅̅ ̅̅ 2 2 Ă2)12 = [(ý 2 Ă)2 2 Ă2]12 

PB =(ý2 2 2Ăý)1/2  olur. 

 
rx = RPB  e`itli�inden r9yi çekip bunu yerine 

yazalım ve kare alalım: ÿ2 = ā2ý2ý222āý = ā2ýý22ā  ve buradan koninin hacmi:                     _ekil 10.13 

V = 13 πr2. x = 13 π [ Ă2ý2ý 2 2Ă]  bulunur. 
π ∙ R2 3 = k⁄     yazıp x9e göre türev alalım;  Ă�Ăý = ý ĂĂý [ ý2ý 2 2Ă] = ý [(ý 2 2Ă). 2ý 2 ý2. 1(ý 2 2Ă)2 ]  olur. Türevi sıfıra eşitlersek;  
���ý = ý [ý224āý(ý22ā)2] = 0 bulunur.Buradan ý(ý 2 4Ă) = 0,     ý = 4Ă  bulunur.  ý = 4Ă  de�eri  ÿ2 = ā2ýý22ā 8de yerine yazılırsa; ÿ2 = ā2.4ā4ā22ā = 2Ă2,   ÿ = :2Ă  elde edilir. 

27)Bir dik koninin içine çizilebilecek maksimum hacimdeki bir silindirin yüksekli�ini 

hesaplayınız. 

Çözüm: Koninin ve silindirin taban yarıçapları sırasıyla r ve y, yükseklikleri de h ve x olsun 

(_ekil 10.14). y ve x9i arıyoruz. ABE ve ACD 

üçgenlerinden 
þāÿĀ = ýāýĀ    yazılabilir.  

Bu ifadede BE=y,  CD=r,  AD=h,   AE=h-x 

de�erlerini; 

 
þāÿĀ = ýāýĀ  ifadesinde yerine yazıp 8y9yi çekelim:  þÿ = /2ý/ ,     þ = ÿ(/2ý)/   olur. 

Silindirin hacim ifadesinde y9 yi yerine yazarsak: V(x) = �þ2ý = �ÿ2/2 x(h 2 x)2 = k(ý/2 2 2/ý2 +ý3)  bulunur.(k = πÿ2//2)  

          _ekil 10.14 



 

 

V9nin x9e göre türevi alınıp sıfıra e`itlenirse: � ′(x) = k(/2 2 4/ý + 3ý2) = 0 veya   3ý2 2 4/ý + /2 = 0 elde edilir. 

Bu denklemin kökleri; x=h ve x=h/3 olduklarından bu köklerden hangisinin i`imize 

yarayaca�ını 2.Türev testinden görelim: � ′′(x)  = k(24h + 6x) türevinde x=h ve x=h/3 

de�erlerini yerine yazarsak; � ′′(h)  =  k(24h + 6h) = 2kh > 0 

Minimumu gösterdi�i için h aranan kök de�ildir. � ′′(h/3)  =  k(24h + 6h/3) = 22kh < 0 

olup 

maksimum hacimdeki silindirin yüksekli�i h/3 tür. 

28) Dik silindir `eklinde ve 27 ÿ3 hacminde üstü açık bir su deposu yapılacaktır. Deponun 

tabanında kullanılacak malzemenin metre karesinin fiyatı, yanal yüzeyinde kullanılacak 

malzemenin ÿ2 sinin fiyatının iki katıdır. 

Deponun en ucuza mal olacak boyutlarını hesaplayınız. 

Çözüm: Deponun taban yarıçapı r, yüksekli�i h oldu�una göre hacmi; � = �ÿ2/ = 27  olur. Buradan; H = 27�ÿ2 yazalım. Yanal yüzeyde kullanılacak malzemenin 

metre kare fiyatı p lira ise deponun toplam maliyeti; ā = 2Ă. �ÿ2 + Ă. 2�ÿ/  olur.(�ÿ2tabanalanı, 2πrh yanal alan).h yi yerine koyalım: ā = 2Ă�ÿ2 + 2�Ăÿ 27�ÿ2 = 2�Ăÿ2 + 54āÿ    deponun maliyetinin minimum olması istedi�ine 

göre, bu fonksiyonun minimumu bulunacak demektir. 

 r ye göre türev alıp bunu sıfıra e`itlersek; ĂāĂÿ = 4�Ăÿ 2 54Ăÿ2 = 0 

Buradan;ÿ = √272�3 = 3:2�3    bulunur. 1kinci türevde bunu yerine koyarak, minimuma kar`ılık 

oldu�unu görelim:�2ā�ÿ = 4�Ă + 108āÿ3 = 4�Ă + 108ā33/2� = 4�Ă + 8�Ă = 12�Ă > 0 

_imdi h9 yi bulalım. Bunun için H = 27�ÿ2 8nin pay ve paydasını r ile çarpıp,ÿ3 yerine ÿ = √27�3 = 3:2�3  ′  den elde edilen ÿ3 =27/2�  yazarsak:  / = 27ÿ�ÿ3 = 27.ÿ�.27 . 2� = 2ÿ olur. 
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29) Bir pencere, bir dikdörtgen ile bunun üzerine yerle`tirilmi` bir ikizkenar üçgenden 

ibarettir (_ekil 10.15). Üçgenin yüksekli�i, tabanın 3/8 ine e`ittir. Çevresi 9m olan bu 

pencereden maksimum miktarda ı`ık girmesi için boyutları ne olmalıdır? 

Çözüm: _ekilden `u ba�ıntılar yazılabilir: / = 38 ý,   ý + 2þ + 2ÿ = 9, ÿ2 = h2 + x24   olup  

 / = 38 ý de�erini ÿ2 = h2 + x24  

ifadesinde yerine yazarsak; ÿ2 = 964 ý2 + ý24 = 2564 ý2  ve buradan   ÿ = 58 ý bulunur. 

Bunu ý + 2þ + 2ÿ = 9 ifadesinde yerine yazıp 

 y9 yi çekelim:  ý + 2þ + 54 x = 9,    y = 12 (9 2 9x4 )  

_ekil 10.15

Pencereden maksimum miktarda ı`ık gelebilmesi için, alanın maksimum olması gerekir. 

Yukarıdaki h, y ve z9yi alan ifadesinde yerlerine yazarsak; 

 ý = ýþ + 12 /ý = ý2 (9 2 9x4 ) + 12 . 38 x2 = 92 x 2 1516 x2 olur. 

x9e göre türev alıp sıfıra e`itlersek; ĂýĂý = 92 2 158 ý = 0 ve buradan  x = 125 = 2,40m   þ = 12 (9 2 94 . 125 ) = 1,80m 

bulunur. Bu de�erin ikinci türev de�eri; ý′′ = 215/8 < 0 olup x = 2,40m  ve  þ = 1,80m için alan maksimumdur. 

30) Elektromotor kuvveti E, iç direnci r, dı` direnci R olan bir pilin gücü; Ā,kapalı devreden 

geçen akım `iddeti olmak üzere; 

Ā = āĂ + ÿ ,    � = Ā. Ă  ve  Ā = Ā. � = Ā. Ā. Ă = Ā2Ă′den(I yerine yazılarak) 

Ā = ā2ā(ā+ÿ)2 Watt olur. P gücünü maksimum yapan R yi bulunuz. 

Çözüm: P 9nin R ye göre türevi alınıp sıfıra e`itlenirse;  

�ÿ�ā = ā2 [(ā+ÿ)222ā(ā+ÿ)](ā+ÿ)4 = ā2 (ā+ÿ)22ā(ā+ÿ)3 = ā2 ÿ2ā(ā+ÿ)3 = 0 8dan  Ă = ÿ  elde edilir. 

 

 

 



 

10.5.2. Bükümlülük ile 1lgili Çözümlü Örnekler 

1) ( )6x9x6x
6

1
y

23 ++−=  artan, azalan oldu�u aralıkları, varsa maksimum ve minimum 

noktaları bulup bükümlülü�ünü inceleyiniz? 

Çözüm: ( ) ( ) ( )3x4x
2

1
9x12x3

6

1
yxf 22 +−=+−=ò=ò  

( ) ( ) 03x4x
2

1
0xf 2 =+−=ò  ise  ( )( ) 01x3x =−−  ve  buradan x=1 ; x=3 bulunur. 

x

y

õ+õ−

õ− õ+

+  +  ++  +  +

1 3

-  - -  - +  +

1

-  -y '

minimum   noktamaksimum nokta

-1

 

( )1,õ− ve  ( )õ,3 aralıklarında   fonksiyon artan iken ( )3,1 aralı�ında fonksiyon azalır   

veya  2. türev testinden; ( ) 011f ü−=òò Yerel Maksimum ve ( ) 013f þ=òò Yerel Minimum olur. 

( ) ( ) 2x4x2
2

1
yxf −=−=òò=òò =09dan x=2 bulunur. Buna göre; 

x

y ''

y

-  -  - +  +  +

2õ− õ+

Büküm
Noktası

0
Aşağı Doğru
   Bükümlü

Yukarı Doğru
   Bükümlü

 

( )2,õ− aralı�ında e�ri A`a�ı do�ru bükümlü ve  ( )õ,2 aralı�ında e�ri Yukarı do�ru 

bükümlü iken (2,0) noktasında 2.türev i`aret de�i`tirdi�inden (2,0) noktası büküm noktasıdır. 

2) ( ) x2 e.xxf,IRIR:f −=→ fonksiyonunun bükümlülü�ünü inceleyiniz? 

Çözüm: ( ) ( )2xx2x xx2ee.xe.x2xf −=−=ò −−−
 

( ) ( ) ( ) x2x e.xx2e.x22xf −− −−−=òò x2xxx exxe2xe2e2 −−−− +−−= ( ) x2 e.xx42 −+−=  

0þ−x
e  oldu�undan ( ) 0xf =òò   olması için; 02x4x2 =+− 9dan;

bulunur.  2-2=xve2+2=x 21  

x

y ''

y

õ+õ−

+  +  ++  +  + -  -  -

Aşağı Doğru
   Bükümlü

Yukarı Doğru
   Bükümlü

Yukarı Doğru
   Bükümlü

Büküm
Noktası

Büküm
Noktası

22 − 22 +

)22(f − )22(f +
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( )22, −õ−  ve ( )õ+ ,22 aralıklarındaYukarı Do�ru  ( )22,22 +−  aralı�ında A`a�ı 
Do�ru Bükümlüdür. 22 −=x  ve 22 +=x  noktaları büküm noktasıdır. 
3) ( ) ( )1xlnxf,IRIR:f 2 +=→  bükümlülü�ünü inceleyiniz? 

Çözüm: ( )
1x

x2
xf

2 +
=ò   ise ( ) ( )

( ) ( ) ( )22

2

22

22

22

2

1x

2x2

1x

x42x2

1x

x2.x21x2
xf

+

+−
=

+

−+
=

+

−+
=òò  

( ) 01x0xf 2 =−=òò ise 1x =  

x

y ''

y

õ+õ−

------ +++

-1 1

Ln2 Ln2 Aşağı Doğru
   Bükümlü

Aşağı Doğru
   Bükümlü Büküm 

Noktası
Büküm 
Noktası

Yukarı Doğru
   Bükümlü

 

( ) ( )õ−õ− ,11, ve Yukarı Do�ru Bükümlü iken ( )1,1−  A`a�ı Do�ru Bükümlüdür. 

Buna göre , (-1,Ln2) ve (1,Ln2)   noktaları büküm noktasıdır. 

4) 1x8x12x6xy 234 +−+−=       fonksiyonunun bükümlülü�ünü inceleyiniz? 

Çözüm: 8x24x18x4y 23 −+−=ò  

 
2y 12x 36x 24òò = − + = 02x3x2 =+− ise ( ) ( ) 021 =−− xx ve 2=x;1=x 21  bulunur. 

x

y ''

y

õ+õ−

+  +  ++  +  + -  -  -

1 2

0 1Aşağı Doğru
   Bükümlü

Yukarı Doğru
   Bükümlü

Yukarı Doğru
   Bükümlü Büküm

Noktası
Büküm
Noktası  

( )1,õ− ve ),2( õ aralı�ında fonksiyon yukarı do�ru bükümlü iken ( )2,1  aralı�ında 

fonksiyon a`a�ı do�ru bükümlüdür. )1,2()0,1( ve noktaları ise 2.türev bu noktalarda i`aret 

de�i`tirdi�inden büküm noktalarıdır. 

10.6. Asimptotlar 

10.6.1. Tanımlar 

õ=
→

)x(flim
ax

ise x = a   ise Dü`ey Asimptot 

a)x(flim
x

=
õ→

  ise y = a   ise Yatay  Asimptot 

õ=
õ→

)x(flim
x             

E�ik Asimptot olabilir. 



 

õ=
õ x

)x(f
lim
x             

E�ik Asimptot yok. 

  baxybx.a)x(flima
x

)x(f
lim

xx
+==−=

õ→õ→
  E�ik asimptot 

10.6.2. Asimptotlar ile ilgili Çözümlü Örnekler 

1)
1x

2x3x
y

2

2

+
+−

=  fonksiyonunun asimptotlarını bulunuz. 

Çözüm: 0içinx1x 2 +  dır.  Yani dü`ey asimptot yoktur. 

1y1
1x

2x3x
lim

2

2

x
==

+
+−

=
õ→  

yatay asimptot. E�ik asimptot yoktur. 

2)
3

322 2

+
+−

=
x

xx
y fonksiyonunun asimptotlarını inceleyiniz. 

Çözüm: 303 −==+ xx  

3
3

322
lim

2

3
−=õ=

+
+−

−→
x

x

xx

x
  do�rusu dü`ey asimptot. Payın derecesi paydanın 

derecesinden 1 büyük oldu�unda e�ik asimptot olabilir. Bunu bulmak için; 

1.Yol : x
x

xx

x

xf

xx ÷÷
ø

ö
÷÷
ø

ö
+

+−
=

õ→õ→ 3

322
lim

)(
lim

2

2
3

322
lim

2

=
+

+−
=

õ→ x

xx

x
 

  x2
3x

3x2x2
limx.2)x(flim

2

xx
−

+
+−

=−
õ→õ→

( )
3

3.2322
lim

2

+
+−+−

=
õ→ x

xxxx

x
 

8
3x

3x8
lim
x

−=
+

+−
=

õ→
 Öyleyse,  y=2x-8  e�ik asimptottur. 

2.Yol :Pay paydaya bölünürse ; 

27

248

38

62

82

3
322

2

2





x

x

xx

x

x
xx

−
+−

−

−
+

+−

 ise 8x2y −=  e�ik asimptottur. 

3)
1x

2x
y

2

3

−
+

= fonksiyonunun asimptotlarını bulunuz. 

Çözüm: 1x;1x01x 2 −=+==−  

1

1

−=
+=

x

x

 
do�ruları dü`ey asimptottur. 

Yatay asimptot yoktur. Payın derecesi paydadan büyük oldu�u için; 
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2x

xx

x

1x
2x

3

2
3

+
−

−
+

y=x  do�rusu e�ik asimptottur. 

4) x

1

e.
x

2x
y ÷

ø
ö

÷
ø
ö −

=    fonksiyonunun asimptotlarını bulunuz. 

Çözüm: 0xe.x
1

e.
x

2x

0x
lim =−õ=õ−õ=÷

ø
ö

÷
ø
ö −

→
  do�rusu  dü`ey  asimptot. 

10e.1x
1

e.
x

2x

x
lim ==÷

ø
ö

÷
ø
ö −

õ→
  y = 1 do�rusu yatay asimptottur. 

5)
÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö

−−

−
=

4x32x

42x
lny fonksiyonunun tanım aralıklarını, asimptotlarını, ekstremumlarını 

bulunuz. 

Çözüm: Tanım Aralı�ı= 0
4x32x

42x
ln þ

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö

−−

−
➔ T.A.= (-õ,-2) U (-1,2) U(4, õ) 

u

u
yulny

ò
=ò= idi . Buradan ; 0

4x32x

42x

4x32x

42x
y =

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö

−−

−
ò

÷
÷

ø

ö

÷
÷

ø

ö

−−

−
=ò  

( ) ( )( ) 
( )

( )
( ) 0

42x

4x32x
.

2
4x32x

42x3x24x32xx2
y =

−

−−

−−

−−−−−
=ò  

( )( ) 0
4x4x3x

12x3x8x2x8x6x2
y

22

2323

=
−−−

−+−−−−
=ò  

( )( ) 0
4x4x3x

12x3
y

22

2

=
−−−

−−
=ò →

12x3

012x3

2

2

=−

=−−
 

42x −= ise IRx  yoktur. Ekstremum  yoktur. 



 

+  +  ++  +  +

-  -  -

-  -  -

x õ− -2 -1

4x32x

42x

−−

−

-  -  -

-  -  -

+  +  +

2

42x −

+  +  + +  +  +-  -  -

+  +  +

õ+

4x32x −−

4

+  +  +

-  -  -

+  +  +

+  +  +
 

01ln
4x3x

4x
lnlim

2

2

x
==÷÷

ø

ö
÷÷
ø

ö
−−

−
õ→

→y=0  do�rusu  yatay  asimptot. 

2)(lim
2

−=õ=
−→

xxf
x

  Dü`ey asimptot. 

1)(lim
1

−=õ=
−→

xxf
x

  Dü`ey asimptot. 

2)(lim
2

=õ=
→

xxf
x

  Dü`ey asimptot. 

4)(lim
4

=õ=
→

xxf
x

  Dü`ey asimptot. 

10.7. E�rilik 

y=f(x) fonksiyonu y9 = f 8(x) türevi sürekli olan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun grafi�i 

üzerinde sabit bir A ba`langıç noktasıyla herhangi bir P (x,y) noktası arasındaki yay 

uzunlu�unu s ile gösterelim. s, x in bir fonksiyonu olarak dü`ünülebilir. E�ri üzerinde P (x,y) 

ile buna yakın bir Q (x+x, y+y) noktası arasındaki yay uzunlu�u s olsun(_ekil 10.16). 

 

 ΔĀΔý = ΔĀ|ÿĀ|  . |ÿĀ|Δý   Yazılabilir.  

Buradan her iki yanın karesi alınarak; (ΔĀΔý)2 =  ( ΔĀ|PQ|)2 . (|PQ|Δý )2 (ΔĀΔý)2
 

(ΔĀΔý)2 = ( ΔĀ|PQ|)2 . (Δx)2 + (Δy)2(Δx)2  

(ΔĀΔý)2 = ( Δs|Āā|)2 . [1 + (ΔyΔx)2] 

 

bulunur.                     
_ekil 10.16 
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Δx→0 için Q noktası e�ri üzerinde P ye yakla`ır. Bu durumda Δs yay uzunlu�u |PQ|     kiri` 

uzunlu�una yakla`aca�ından( ΔĀ|PQ|)→1 olur. Buna göre yukarıdaki e`itli�in her iki 

yanınınΔx→0 için limiti alınırsa; lim&ý→0 (ΔĀΔý)2 = lim&ý→0 ( Δs|Āā|)2 . [1 + (ΔyΔx)2] (�Ā�ý)2 = 1 +  (�þ�ý)2  ve  �Ā�ý =  ∓ √1 +  (�þ�ý)2 =  ∓ √1 + ( þ2)2     bulunur. 

 Burada x ile s beraber artıyorlarsa i`aret pozitif, x artarken s azalıyorsa negatif alınır. Benzer 

`ekilde;  
�Ā�þ =  ∓ √1 + (�ý�þ)2

 dir. E�ri denkleminin x = h (t) , y = g (t) parametrik `eklinde 

verilmesi halinde ise; 

�Ā�ā =  ∓√(�ý�ā)2 +  (�þ�ā)2      olur. Biz e�ri üzerindeki yönün, yay uzunlu�u türevinin pozitif 

olacak `ekilde belirlendi�ini varsayaca�ız. 

y= f (x) e�risinin birbirine yakın P ve Q noktalarındaki te�etler arasındaki açı &� , PQ yayının 

uzunlu�u &Ā olsun (_ekil 10.17). 
&�&Ā   oranına PQ yayının ortalama e�rili�i, bu oranın e�er 

varsa &Ā→0 için limitine de e�rinin P noktasındaki e�rili�i denir ve K ile gösterilir. 
 

Yukarıdaki tanıma göre e�rilik; ÿ =  lim&Ā→0 &�&Ā =  Ă�ĂĀ  āþĂÿ.  ���Ā =  �� �ý⁄�Ā �ý⁄    `eklinde yazılabilir. 

 
�þ�ý =  tan ÿ oldu�unu biliyoruz. 

 Buradan her iki yanın x9e göre türevi 

alınarak; Ă2þĂý2 = (1 + tan2 �) Ă�Ăý 

_ekil 10.17 ���ý =  �2þ�ý21+ tan2 ÿ =  �2þ�ý21+ (�þ�ý)2  olur.   Ă�Ăý ve  
�Ā�ý için daha önce buldu�umuz de�erler 

 
���Ā =  �� �ý⁄�Ā �ý⁄   ifadesinde yerine yazılarak e�rilik formülü olarak; 

ÿ =  ���ý�Ā�ý =  �2þ�ý2[1 + (�þ�ý)2]3/2 =  þ′′[1 + (þ2)2]3/2    bulunur.  



 

Bu formüle göre K ile y99 aynı i`aretlidir.  y99< 0  yani e�ri a`a�ı do�ru bükümlüyse K< 0 ve 

y99 > 0  yani e�ri yukarı do�ru bükümlüyse K< 0 olur. y99=0 olan noktada (büküm noktası) ise 

K=0 dır. ÿ b 0 olmak üzere  | �ÿ | = Ă ye e�rilik yarıçapı denir. P (x,y) noktasındaki normal üzerinde 

e�rinin içbükey oldu�u yönde P9 den itibaren |PC|=R alınarak bulunan C noktasına P ye ait 

e�rilik merkezi, C merkezli R yarıçaplı çembere de e�rilik çemberi denir (_ekil 10.18) 

 

 
_ekil 10.18 

 

E�rilik çemberinin merkezi C (h;k) ise / = ý 2 Ă. sin �      ăă      ý = þ + Ă. cos � ′dır. Ă =  Āÿ =  [1 + (þ2)2]3/2þ′′  

sin � =  tan �:1 +  tan2 � =  þ′√1 + (þ2)2 

cos � =  1:1 + tan2 � =  1√1 + (þ2)2 

De�erleri yerlerine konarak C (h;k) merkezinin koordinatları; / = ý 2  þ2[1+(þ2)2]þ22       ,     ý = þ +  1+(þ2)2þ22  bulunur. E�rilik çemberinin denklemi ise; (ý 2 /)2 +  (þ 2 ý)2 = Ă2 

olur. P noktası y= f(x) e�risini çizerken C e�rilik merkezi de bir e�ri çizer. Buna y=f(x) 

e�risinin evolütü denir.  y=f(x) e�risine de C9 nin çizdi�i e�rinin involütü denir. 

Örnek: þ = ý2 2 1 e�risinin P (-1;0) noktasındaki ; 

a)E�rili�ini b)E�rilik yarıçapını  c)E�rilik merkezini 

d)E�rilik çemberinin denklemini  e)E�rinin evolütünün denklemini bulunuz. 

Çözüm: 
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a) y9=2x  , y99=2 dir. P(-1;0) noktasında y9 = -2 ve y99 = 2 olur. Buna göre P deki e�rilik;     ÿ =  þ′′[1+(þ′)2]32 =  2(1+4)3/2 =  25:5 =  2:525    bulunur. 

b) Ă = | �ÿ| =  5:52   dir. 

c) E�rilik merkezi C (h;k) ise / = ý 2  þ ′[1 + (þ ′)2]þ′′ =  21 +  2(1 + 4)2 = 4 

             ý = þ +  1+(þ′)2þ′′
=   0 +  1+42 = 52   ′Ăir. Buna göre C(4; 52) olur. 

d)E�rilik çemberinin denklemi,                  (ý 2 /)2 + (þ 2 ý)2 = Ă2′den    (ý 2 4)2 + (þ 2 52)2 = 1254      bulunur. 

e) E�rinin herhangi bir (x;y) noktasındaki e�rilik merkezinin koordinatları / = ý 2  þ ′[1 + (þ ′)2]þ′′
= ý 2  2ý(1 + 4ý2)2 = 24ý3 

ý = þ + 1 + (þ ′)2þ′′
= ý2 2 1 + 1 + 4ý22 =  6ý2 2 12  

olur. h ve k arasında, bu iki e`itlikten x yok edilerek bulunacak ba�ıntı, C(h;k) e�rilik 

merkezinin geometrik yeri olan evolütün denklemini verir. / = 24ý3  ĂăĀ  ý3 = 2 /4   ăăþÿ ý6 = /216 

ý =  6ý2 2 12   ĂăĀ  ý2 = 2ý + 16   ăăþÿ  ý6 = (2ý + 16 )3
 

Buradan da; (2ý + 1)3216 =  /216   ăăþÿ  (2ý + 1)3 = 272 /2 

bulunur. h=x  ve k=y  yazılarak bu denklem; (2þ + 1)3 = 272 ý2 `eklinde de yazılabilir. 

Örnek :  2xy – y – x - 1 = 0 e�risinin (1;0) noktasındaki e�rilik çemberinin denklemini 

bulunuz. 

Çözüm: Kapalı fonksiyon türevine göre;2y + 2xy9 – y9 - 1 = 0 

Tekrar türev alınarak;       4 y9 + 2xy99 – y99 = 0 

bulunur. Birinci e`itlikten (1;0) noktasında y9 = 1, ikinci e`itlikten y99 = -4 bulunur. ÿ = þ′′[1 + (þ2)2]3/2 =  24(1 + 1)3/2 =  242:2 =  2:2 



 

Ă = | �ÿ| =  :22 ′dir. E�rilik merkezinin koordinatları;   / = ý 2  þ2[1+(þ2)2]þ22 = 1 2  1 (1+1)24 =  32   ve  ý = þ + 1+(þ2)2þ22 = 0 + 1+124 = 2 12  bulunur. 

E�rilik çemberinin denklemi; (ý 2 32)2 + ( þ + 12)2 =  12   bulunur. 

 

Örnek: þ = þĀý e�risinin e�rilik yarıçapının en küçük oldu�u noktasını bulunuz. 

Çözüm:þ2 = 1ý       ,      þ22 = 2 1ý2  ise  Ă = |[1+(þ2)2]32þ22 | = (1+ý2)3/2ý  

�ā�ý =  (1+ý2)1/2 (2ý221)ý2 = 0 8dan  ý =  :22    ĀĂþĂĀĂÿ. �ā�ý  āüÿăăÿ  ý = :22   nin solunda negatif 

sa�ında pozitif oldu�undan (:22  ;  2 12  þĀ2) noktası y=lnx e�risinin R e�rilik yarıçapının 

minimum oldu�u noktadır. 

Örnek : ý = ā2 2 ā   ,   þ = þĀā parametrik denklemiyle verilen e�rinin t=1 noktasındaki 

a) E�rili�ini       b) E�rilik çemberinin denklemini bulunuz. 

Çözüm: �) dxdt = 2t 2 1   ve       dydt =  1t  

Buradan ; 
�þ�ý =  �þ/�ā�ý/�ā =  1ā(2ā21)  ve tekrar türev alınarak; �2þ�ý2 = ��ā ( 1ā(2ā21)) . �ā�ý = 124āā2(2ā21)2  . 12ā21 = 124āā2(2ā21)3 bulunur. 

t=1 için   
�þ�ý = 1    , �2þ�ý2 = 23 olur. ÿ =  �2þ�ý2[1+(�þ�ý)2]3/2 = 23(1+1)3/2 = 232:2 = 2 3:24     bulunur. 

b) t=1 için  x=0 ve y=0 dır. C(h;k) e�rilik merkezinin koordinatları 

/ = ý 2 �þ�ý [1 +  (�þ�ý)2]�2þ�ý2 = 0 2 1(1 + 1)23 = 23 

ý = þ + 1+(�þ�ý)2
�2þ�ý2 = 0 + 1+123 =  2 23  bulunur.  

E�rilik yarıçapı Ă = | �ÿ| = 2:23  āüÿ. 
Buradan e�rilik çemberinin denklemi;  (ý 2 23)2 + (þ + 23)2 = 89 bulunur. 
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lim úû

ù
úû

ù
õ
õ

=
−

xsin

Cosx
x

1

2

ln y= +→0x
lim úû

ù
úû

ù
=−

0

0

xCosx

xsin
3

 

ln y= +→0x
lim 0

1

0

Sinx.xCosx

Cosx.xsin3
2

=úû

ù
úû

ù
=

−
−   ise  y= 0

e =1 

20)  xx
x
lim

1

õ→     

limitini bulunuz. 

Çözüm:   0x
1

x
x
lim õ=õ→ ln y = õ→x

lim x
1

xln  

ln y = õ→x
lim  õ= .0xln.

x

1
ln y = õ→x

lim úû
ù

úû
ù
õ
õ

=
x

xln
 ise 

ln y = õ→x
lim 0

1

1

=x y= x
1

x
x
limõ→ =e0=1 

 

10.9.Diferansiyel  

Tanım:
dx

dy sembolünde görülen dx ve dy büyüklüklerini açıklayalım: ( )xfy =  olmak üzere; 

dx büyüklü�üne <x= ba�ımsız de�i`keninin diferansiyeli ve  ( )dxxfdy .'=  olarak tanımlanan 

dy büyüklü�üne de  <y < ba�ımlı de�i`keninin diferansiyeli denir. E`itlikte de görüldü�ü gibi 

dy diferansiyeli x9in fonksiyonudur. 

Teorem: f  ve g türevlenebilen fonksiyonlar ise; 
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i) ( ) dgdfgfd  =  

ii) ( ) fdggdff.gd +=  

iii)  
2g

fdggdf

g

f
d

−
=÷÷

ø

ö
÷÷
ø

ö ( )0g  

10.9.1. Diferansiyelin Geometrik Yorumu 

( )xfy = fonksiyonu Oxx = 8da türevlenebilen bir fonksiyon olup, Ox 9in civarında grafi�i 

_ekil 10.199da görüldü�ü gibi olsun. 

xPH Δ=
 
ve yQH Δ=  

( ) PH.xfRH O
ò=  

( ) x.xfRH O Δò=  

( ) dxxdx.xfRH O =ò= Δ  

( )
PH

RH
xftan O =ò=α  

x için ( ) dydx.xfRH =ò=
 

dyRH = oldu�undan 

RH f 9nin Ox ’daki diferansiyeldir.  

 

_ekil 10.19. Diferansiyelin geometrik yorumu

x

y


 oranı için öyle bir 0ε →  sayısı seçelim ki; 0→x iken  0ε →  olsun. Buna göre ;

( ) εxf
x

y
O +ò=

Δ
Δ

dir 

( ) x.εx.xfy O ΔΔΔ +ò= dyy  Δ olur. Bunu birkaç örnekle açıklayalım. 

Örnek :  y = f (x) = x2 + 3x fonksiyonu için ∆x in x artmasına kar`ılık ∆y artmasını ve dy 

diferansiyelini bulunuz. 

Çözüm:    ∆y = f (x + ∆ x) – f (x) 

                                = (x + ∆x)2 + 3 (x + ∆x) – (x2 + 3x) 

                                = (2x + 3) ∆x + ( ∆x)2  8dir. dy diferansiyeli ise; 

dy= y9 . dx = (2x + 3) dx= (2x + 3). ∆x bulunur. 

Örnek : y = f (x) = x3 fonksiyonunda x, x = 2 den itibaren  ∆x = 0,01 kadar artırılıyor. y9nin 

gerçek de�i`imi olan  ∆y9 yi ve dy diferansiyelini bulunuz. 



 

Çözüm:∆y = (2,01)3 – (2)3 = 8,120601 - 8 = 0,120601 dir. y9 deki de�i`imin yakla`ık de�eri 

diferansiyelle, x = 2 , dx = 0,01 alınarak 

dy = y9 . dx = 3x2 dx = 3.22 . 0,01 = 0,12 

olarak bulunur.   ∆Y– dy = 0,000601 olup çok küçüktür. Buradan da yakla`ık hesaplamalarda  

∆y ≅ dy alınabilece�i görülebilir.  

10.9.2. Diferansiyel Kuralları  

Bir y = f(x) fonksiyonun diferansiyeli,  dy = y2 ∙ dx formülü ile kolayca bulunabilir. Di�er 

taraftan bu formülden, diferansiyel alma kurallarının türev alma kuralları ile aynı oldu�u da 

görülebilir. Örne�in: y = u ∙ v  ise  dy = y2 ∙ dx = (u2 ∙ v + v2 ∙ u)dx = u2 ∙ v ∙ dx + v2 ∙ u ∙ dx 8dir.  u2 ∙ dx = du     ve     v2 ∙ dx = dv oldu�una göre;   y = u ∙ v     ise     dy = v ∙ du + u ∙ dv bulunur. 

     Bazı diferansiyel formülleri a`a�ıda verilmi`tir. 

Fonksiyon    Diferansiyel 

1) y = c  (c sabit )  dy = 0 

2) þ = ā ∙ Ă    Ăþ = ā ∙ ĂĂ 

3) y = u  ± v ± w ± …   dy = du ± dv ± dw ± … 

4) þ = Ă ∙ ă    Ăþ = ă ∙ ĂĂ + Ă ∙ Ăă 

5) y = Ăă     dy = v .du2u .  dvv2  

6) y = un      dy = n ∙ un21 ∙ du 

7) y = Sin u    dy = Cos u ∙ du 

8) y = Cos u    dy = 2Sin u ∙ du 

9) y = eu     dy = eu ∙ du 

10) þ = þĀ Ă    Ăþ = �ĂĂ  

Örnek 1: A`a�ıdaki fonksiyonların diferansiyellerini bulunuz. 
a) y = x3 – 2x2 + 3x – 5   b) y = (x2 – 3)5/2   c) y = Cos3 2x 

Çözümü: 
a) dy = d (x3) – d (2x2) + d (3x) – d (5)    (3.formül) 

                = 3x2 dx – 4x . dx + 3dx    = (3x2 – 4x + 3) dx 

b) dy = d (x2 – 3)5/2 = 
52  (x2 – 3)3/2 d (x2 – 3)  (6.formül) 

     = 
52 (x2 – 3)3/2 .2x . dx = 5x (x2 – 3)3/2 dx 

c) dy = d (Cos3 2x) = 3 Cos22x .d (Cos2x)  (8.formül) 
    = 3 Cos22x . ( - 2 Sin 2x . dx) = - 6 Cos22x . Sin 2x . dx 
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Örnek 2:  x3 + x2 y – 2y2 = 3 kapalı fonksiyonunda önce dy diferansiyelini, sonra bundan 

yararlanarak  
�þ�ý türevini bulunuz. 

Çözüm:  d (x3) + d (x2y) – d (2y2) = d (3) 

3x2 . dx + y . d (x2) + x2 .dy – 4y .dy = 0 

3x2 dx + y .2x . dx + x2dy – 4y .dy = 0 

          (x2 – 4y) dy = - (3x2 + 2xy) dx 

dy = - 
(3ý2+ 2ýþ)ý224þ .dx  veya     �þ �ý = - 

3ý2+ 2ýþý22 4þ   bulunur. 

Örnek 3:  y = ex/y olduğuna göre dy ve  �þ�ý  i bulunuz. 

y = eý þ ⁄ ise  lny =  
ýþ 

Çözüm:   lny =  
ýþ ′nin her iki tarafının türevini alırsak; �þþ  = þ�ý2ý  �þþ2  olur ve buradan; 

y. dy = y.dx 3 x.dy  veya      (x + y) . dy = y . dx bulunur. Bu ifadede y9yi yalnız bırakırsak; 
dy= 

yx+y   dx  olur ve böylece  �þ�ý = 
þý+þ  olarak elde edilir. Örnek 4: x = 2 Sin t + Cos 2t ve y = 2 Cost + Sin 2t olduğuna göre �þ�ý  i bulunuz. Çözüm: dx = (2 Cost 3 2 Sin 2t) dt ve dy = (- 2Sin t + 2 Cos 2t) dt9dir. Buradan �þ�ý = 

ÿĀĀ 2ā2ĂÿÿāÿĀĀā2Ăÿÿ 2ā     bulunur. 

10.9.3. Diferansiyel Yardımıyla Yakla`ık Hesaplama 

y = f (x) fonksiyonunda x  e verilen ∆x artması için y9nin  ∆y de�i`me miktarının  ∆y ≅ dy 

oldu�unu biliyoruz. Bu özellik, fonksiyon artı`larının yakla`ık olarak diferansiyelle 

bulunabilmesini sa�lar ki bu da hesaplamayı kolayla`tırır. Çünkü dy9yi bulmak, y9nin gerçek 

artı`ı olan  ∆y9yi bulmaktan daha kolaydır. 

Örnek.1:  y =  
ýý2 + 1  fonksiyonunda x de�i`keni x = 3 den x = 3,02 ye kadar artırılıyor. 

y9deki de�i`imi diferansiyelle yakla`ık olarak bulunuz. 

Çözüm: x = 3 , ∆x = dx = 0,02 alınarak 

dy = y9 . dx = 2ý2+ 1(ý2+1)2  dx = 
28102  . 0,02 = - 0,0016 bulunur. Buna göre x , x = 3 den itibaren  

∆x = 0,02 kadar artırılırsa y , yakla`ık olarak dy = - 0,0016 kadar de�i`ir.(0,0016 azalır). 

Örnek.2::38 ≅? 

Çözüm:  y = :ý = x1/2 



 

y9 = ÿĀ . x-1/2⇒dy =y9.dx= ÿĀ:ý . dx  

x=36 alalım dx = x2-x1 =38-36 = 2 olur. y9 = 12 . x-1/2⇒dy =y9.dx= 12:x . dx=  
12:36  . 2= 

16 

dy = y2-y1 = :38 - :36= 
16 ise :3836 = 16 ⇒ :38 ≅ 376  

 

Örnek 3:  :127ā nin değerini yaklaşık olarak hesaplayınız. 
Çözüm: y = :ý3

 fonksiyonunda x = 125 için y = :12523
  = 5 dir. 

x 8e   &x = 2 artması verelim. dy = y9 . dx = 13 . :ý23  dx = 
13 . :12523  . 2 = 

275 = 0,026⃑  

bulunur. O halde;   :1273
 = :1253

 +  &y ≅ :1253
 + dy = 5 + 0,026⃑  = 5,026⃑ dır. 

Örnek.4::613 ≅ ? 

Çözüm:y = :ýā
 = x1/3 

y9 = 13 . x-2/3⇒dy =  y9.dx = 13. :ý23  . dx 

 y = :ý3
 fonksiyonunda x = 64 için y = :6423

  = 3  x = 64 için dx = x2 – x1 =61 – 64 = -3 

dy =
13. :ý23  . dx= 

13. :6423  . (23)= - 
116 

dy = y2 - y1 = :613 2 :643 = 2 116 +  4 =  :613
=

6316 

Örnek.5:  Yarıçapı r=10 cm olan bir metal levha ısıtılınca genle`erek r=10,05 cm olmaktadır. 

Alandaki yakla`ık artı`ı bulunuz. 

Çözüm:  Dairenin alanı s =  �ÿ2  olup r = 10 cm   ve    dr = 0,05 cm. alınarak alandaki 

yakla`ık artı`; 

ds =s9.dr = 2�ÿ . dr = 20 � . 0,05 = � = 3,14 āÿ2 bulunur. 

10.9.4.  Ardı`ık Diferansiyeller 

y= f(x) fonksiyonunun diferansiyelinin diferansiyeline bu fonksiyonun 2. mertebeden 

diferansiyeli denir ve bu   Ă2y veya   Ă2 f (x) simgeleriyle gösterilir. 

        Bu tanıma göre Ă2y = d (dy) = d (y9 . dx) = (y9 . dx)9 . dx = (y= . dx ) . dx  Ă2y = y= . dý2′ dir.  

y = f (x) in 3., 4., …., n . mertebeden diferansiyelleri benzer biçimde tanımlanır. 

3 . mertebeden diferansiyel: d3y = y9= . dx3 
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4 . mertebeden diferansiyel: d4y = y(4) . dx4 

n . mertebeden diferansiyel: dny = y(n) . dxn 

`eklindedir. Bu formüllerden ardı`ık türev formülleri; 

 

 

y= =  �2þ�ý2     ,    y9= = �3þ�ý3 ,     y(4) = 
�4þ�ý4……. y(n) = 

��þ�ý�   olarak yazılır. 

Örnek.1:y =x3– 2x2 + x – 3 fonksiyonunun 3 . mertebeden diferansiyelini bulunuz. 

Çözüm: dy    = (3x2 – 4x + 1) dx 

                          d2y  = (6x – 4)dx2 

                          d3y  = 6 . dx3 

Örnek.2:  y = 
1ý   fonksiyonunun ardı`ık diferansiyellerini bulunuz. 

Çözüm:                     dy = - 
1ý2 dx 

                                   d2 y = 
1 .2ý3  dx2 

d3 y = - 
1 .2 .3ý4 dx3 

dny = (-1)n1 .2 .3 .&&&&..ÿxn+1 dxn= (-1)n ÿ!ý�+1 dxn 

Örnek.3 :   z = x.ex  ise  dnz = ? 

Çözüm:     dz = (ex + xex) dx = (x + 1) ex dx 

                       d2z = [ ex + (x + 1) ex ] dx2 = (x + 2) ex . dx2 

                       d3z = [ex + (x + 2) ex ] dx2 = (x + 3) ex dx3 

dnz = (x + n) exdxn 

Örnek.4: Bir çemberin yarıçapı 6cm9den 6,25cm9ye de�i`tirilirse çemberin yarıçapındaki 

artı` miktarı ne kadar olur? 

Çözüm: ( ) π5,025,0.π2dr.π2dÇπ2
dr

dÇπ2' Çrπ2Ç =====→=  

Örnek.5: Bir  dairenin yarıçapı 8,4m9den  5m9ye de�i`tirilirse dairenin alanındaki azalma 

miktarı ne kadar olur? 

Çözüm: ( ) π344,35.π2rdrπ2dArπ2
dr

dA
rπ2Ar.πA 2 =====ò→=  

Örnek.6: Bir kürenin yarıçapı 2,5cm9den 3,8cm9ye de�i`tirilirse kürenin hacmindeki artı` ne 

kadar olur? 



 

Çözüm: ( ) ð=ð=ð=ð=ð=ò→ð= 2,833,14.4drr4dVr4
dr

dV
R3

3

4
Vr

3

4
V 22223

 

ALIŞTIRMALAR 

A`a�ıdaki denklemlerden  
�Ā�ý  yay uzunlu�u türevlerini bulunuz. 

1) þ = ý3 �Ā�ý = :1 + 9ý4 

2) ý2 + 4þ2 = 8                                                                       �Ā�ý  = √3223ý23224ý2 

3) 6ýþ = ý4 + 1                                                                          �Ā�ý = ý4+12ý2  

 

A`a�ıdaki fonksiyonlar için  
ĂĀ�ā  türevlerini bulunuz. 

4) ý = ā3  , þ = 3ā2 2 1                                                                         �Ā�ā = |3ā|. :ā2 + 4 

5) ý = sin ā  ,   þ = 2 ÿāĀ ā                                                                    �Ā�ā = :1 + 3ăÿĀ2 ā 

A`a�ıdaki e�rilerin yanlarında verilen noktalarındaki e�riliklerini bulunuz. 

6) þ = 2ý2  , ý1 = 0  ăă ý2 = 14                                                            (ÿ1 = 4 ăă ÿ2 = :2) 

7) þ = ăÿĀ ý   , ý = �2 (ÿ =  21) 

8) þ2 = 12ý  , (3; 6) (ÿ = 2 :224) 

9) þ2(2 2 ý) =  ý3(1; 1) (ÿ = 3:525 ) 

10) ý = 3ā2  ,    þ = 3ā 2 ā3   , ā = 1 Ăă                                      (ÿ = 2 16) 

11) ý =  cos ā + sin ā  ,   þ = sin ā 2 ā cos ā   , ā = �   Ăă       ( ÿ =  2 1�) 

A`a�ıdaki e�rilerin yanlarında verilen noktalarındaki e�rilik yarıçaplarını bulunuz. 

12) þ = ăý  , ý = 0                                                                              ( Ă = 2:2) 

13) ýþ = 4  , ý = 1                                                                              ( Ă = 17:178 ) 

14) þ = ÿāĀý  , ý = �3 (Ă = 7:74 ) 

15) ý3 + ýþ2 2 6þ2 = 0   (3; 3)( Ă = 5:5) 

16) ý = ā 2 ăÿĀā  , þ = 1 2 ÿāĀā  , ā = � Ăă                                  (Ă = 4) 

A`a�ıdaki e�rilerin yanlarında verilen noktalarındaki e�rilik çemberlerinin denklemlerini 

bulunuz. 

17) þ2 = 12ý  , (34 ; 3) [( ý 2 334 )2 + (þ + 34)2 = 24316 ] 



 229 

18) þ = 42ý2ý+1   , ý = 1                                           [( ý 2 52)2 + (þ 2 52)2 = 92] 
19) ÿþ2 = ý3  , (ÿ; ÿ) [( ý + 11ÿ2 )2 + (þ 2 16ÿ3 )2 = 61ÿ2] 
A`a�ıdaki e�rilerin evolüt denklemlerini bulunuz. 

20) þ2 = 12ý                                                            [81þ2 = 4(ý 2 6)3] 
21) 

ý2ÿ2 + þ2Ā2 = 1                          [(ÿý)2/3 + (Āþ)2/3 = (ÿ2 2 Ā2)2/3] 
22) ý = ÿāĀ ā + ā ăÿĀ ā  , þ = ăÿĀ ā 2 ā ÿāĀ ā                [ý2 + þ2 = 1] 
23) A`a�ıdaki fonksiyonların dy diferansiyellerini bulunuz 

a) y = (3 – 2x)4 dy = -8 (3 – 2x)3 . dx 

b) y = Sin 3x2dy = 6x Cos 3x2 . dx 

c) y = Arctan:ý                                      dy = 
12 √ý (1+ý) dx 

d) y = e1/ý2                                                 dy = - 
2ý3 e1/ý2  . dx 

e) y = ln Cos x                                         dy = - Tan x . dx     

24) A`a�ıdaki ba�ıntılardan diferansiyel yardımıyla �þ�ýi  bulunuz. 

a) 3x2 – 4y2 = 12                                   
�þ�ý = 

3ý4þ 

b)  2xy2 – 3x2 y = 5                               
�þ�ý  = - 

2þ (þ23ý)ý (4þ23ý) 
c) xy = ln (x + y)                                       

�þ�ý = - 
þ2+ ýþ21ý2+ ýþ21 

25) &x in yeteri kadar küçük olması ko`uluyla :ý + &ý ≅ :ý + 
Δý2:ý  oldu�unu 

gösteriniz ve bu formülden yararlanarak :37  ve  :117 nin yakla`ık de�erlerini bulunuz. 

                      ( :37 ≅6,083     ;     :117 ≅ 10,818 ) 

26) :ý + &ý� ≅ :ý�
 + 

&ýÿ . :ý�21� oldu�unu gösteriniz ve bu formülden yararlanarak  :253
  ,   :853

  

sayılarının yakla`ık de�erlerini bulunuz. 

                   (:25 ≅3
 2,926        ;          :854 ≅ 3,037) 

27) y = x3 – 2x2 fonksiyonunda x, 49den 4,019e artırılıyor. y9nin de�i`imini diferansiyelle 

bulunuz. (dy = 0,32) 

28) y = 
1:ý de x ,19 den 0,97 ye azaltılıyor. y9nin de�i`imini diferansiyelle bulunuz. (dy = 

0,015) 7) y = x3 – 3x2 + 2x + 5 fonksiyonunun x = 2,03 için yakla`ık de�erini bulunuz.   

(5,06) 



 

29) Yarıçapı r = 10 cm olan dairesel bir levha ısıtılınca genle`erek yarıçapı 10,15 cm 

olmaktadır. Alandaki yakla`ık artmayı bulunuz. (ds = 9,42 cm2) 

30) Bir ö�renci bir küpün ayrıt uzunlu�unu 0,01 cm hata ile 9 cm olarak ölçmü`tür. Bu 

durumda küpün hacminde yapılan hata ne olur? (dc = 2,43 cm3) 

31) 5 cm yarıçaplı bir kürenin yarıçapı 4,8 cm. ye dü`ürüldü�ünde: 

a) Hacmindeki, b) Yüzey alanındaki azalmayı bulunuz.  

a) dv= -62,8 cm3;  b) ds= -25,12 

32) A`a�ıdaki fonksiyonların istenen mertebeden diferansiyellerini bulunuz. 

a) y = x2ex ise d2 y =?  C: (x2 + 4x + 2) ex . dx2 

b) y = lnx  ise d3 y =?  C: 
2ý3 . dx3 

c) y = 
ýÿýý   ise d3 y =?  C: 

1126ýÿýý4  dx3 

d) y = xn  ise dn y =?  C: n !dxn 

e) y = x2 .lnx ise dn y =?  C: 
(21)�21 2 (ÿ23)! ý�22 dxn    (n ≥ 3) 

f) ex + ey = 1 ise d2 y =?  C: -ex-2y . dx2 

 


