5. BOLUM

TRIGONOMETRI

Trigonometri matematigin en ¢ok kullanilan kavramlarindan biridir. Teorik matematikte
oldugu kadar miihendislikte ve diger bilim dallarinda da ¢ok uygulama alanlari bulmustur.
Trigonometri tiggenlerin bilinmeyen kenarlarinin uzunlugunu bulma ihtiyacindan ortaya ¢ikan

bir kavramdir. Simdi bu 6zelliklere gore bazi tanimlar yapalim.
5.1. Genel Bilgiler

Dogru: Geometride dogru kisaca noktalar toplulugu olarak tanimlanabilir. Bir baska deyisle
dogru, baslangi¢c ve bitis noktasi belli olmayan sinirsiz uzunlukta, sonsuz sayidaki noktalar

kiimesidir.

Yarim Dogru (Isin): Baslangic noktasi belli olan dogruya yarim dogru veya 15in denir. [AB)
Seklinde gosterilir.

A B

Ag¢1: [AB) ve [AC) yarim dogrularinin (1s1n) arasinda kalan alana a¢i1 denir. Bu iki yarim

dogrunun kesistigi noktaya aginin tepesi ve 1sinlarin her birine aginin kenarlari denir.

C Bir ag¢inin 6l¢iisii iki 1511n arasindaki donme miktari

ile belirlenir. (0 gibi)

A 0

»
»

B

Biz burada sadece bir donme yoniinden bahsediyoruz. Gergekte iki donme yonii vardir. Bunu
biz donme yoniinii tanimlayarak agiklayalim. [AB) yarim dogrusuna baslangi¢ kenar1 diyelim.
Bu yarim dogruyu saat ibresinin tersi yonde ayni pozisyonda belirli bir 6 miktar1 dondiirelim.
Bu durumda [AC) dogrusunu elde ederiz. Boylece BAC agis1 [AB) yarim dogrusundan [AC)
yarim dogrusuna kadar 6 birimlik dénme ile elde edilir.

Iste bu 0 birimlik dénme yonii yani saat ibresinin tersi yoniinde olana pozitif donme yonii
denir. Tersine saat ibresi ile ayn1 yondeki donmeye negatif donme yonii denir. Bir ac1 [OA)

1s1ininin baslangic noktasi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir.



Bu nedenle, biz [OA) yar1 dogrusunun baslangi¢ kenar1 ve [OB) yar1 dogrusunu da (O kdsesi

etrafinda 6 birimlik donme ile elde edilen) bitis kenar1 denir. O noktasina da aginin kdsesi

denir. Acilar genellikle a.,$3,6,... ... gibi harflerle gosterilirler.
B
O >
0 A
e »
0 T A B
Pozitif Ag1 Negatif A¢1

Eger bir 0 agisinin kosesi kartezyen koordinat sisteminde orijinde ve baslangi¢ kenari

x-ekseninin pozitif yonii iizerinde ise 0 agis1 standart pozisyondadir denir.

Standart pozisyondaki bazi agilar asagida gosterilmistir.

i 9
5 X
0, L.bolge 0, IL.bolge
; ’ a.g:l dir 0 acidir

0, II1.bolge 0, IV.bolge
acidir 0 0 acidir
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Simdi de bolgesel acilar agagidaki gibi tanimlayalim.

A

Dogru Ag1
Dik A¢1

Tam Ac¢i1
Dik A¢1
Birim Cember (x° + y’ =1Cemberi) : Merkezi orijinde ve yarigap: 1 birim olan ¢embere
y y 1Y

birim cember denir. Birim ¢emberin x ekseninin pozitif yoniinii kestigi A noktasina agi

olciilerinin baslangi¢ noktasi denir.

Aci Olgii Birimleri
1) Derece: Eger bir daire 360 esit parcaya boliiniirse her bir esit parcaya 1 derecelik yay, yay1

goren merkez agiya da 1 derecelik a¢1 denir. 1° ile gosterilir.

315"



90°
2180° 270°
0
% AEA 0

Dar Ag1 Genis Ag¢t Dik Ag¢1
Bir 0 agis1, 0° <0 <90° ise 0 acisina dar ag1, 90° <0 < 180° ise O acisina genis ac1,
0 =90° ise 0 acisina dik ag1 denir.
1 derece = 60 dakika 1° =60’
1 dakika = 60 saniye 1’°=60" seklinde gosterilir.
2)Radyan: Bir dairenin yaricapi r iken, r birim uzunlugundaki yaya bir radyanhk yay ve bu
yay1 goren agtya 1 radyanlik agi denir. 1 rad ile gosterilir.

Buna gore 360° © lik a¢1 2  radyanina esittir.

r 1 rad
‘ | Badvan | X
- 27 X
x:@:%t

r

Buna gore 360° = 2x rad esitligi her zaman gegerlidir. 360° = 2r rad ise 180° = m rad buradan:

1rad =~ rad veya 1 rad = 180 esitlikleri bulunur.
T

3)Grad: Bir dairenin 400 esit parcaya boliinmesi ile elde edilen her bir pargaya bir gradlik
yay ve bu yay1 goren c¢evre agiya da 1 gradlik ac1 denir ve grad ile gosterilir. Buna gore ;

400 grad = 360° =2 & esitligi gegerlidir. Boylece ag1 6l¢ii birimleri arasinda;

D = Derece; R = Radyan; G = Grad olmak {izere;

D_R_G veya 2 B i bagintis1 her zaman gegerlidir.

360 27 400 180 = 200
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Ornekler:
1) 30° ° lik a¢1 kag radyandir?
D _R330 Ry, 307 _7
180 =~ 180 =« 180 6
veya 1° = 7 radise 30° =~ rad
180 6

2) -240° ’ lik ac1 kag radyandir?

T 4
—-240° = (240).(—) =——
( )(180) 3

3) 240 grad kag derecedir?
G D > 240 D >p- 180.240

= = == 2160
200 180 200 180 200
4) %[ kag¢ grad’ dir?
R G = G 3£'200
f_ Y 54 _ >4 =G =>» G =150 grad
7 200 7 200 T

Standart pozisyonda ayni bitis kenarina sahip acilara ortak bitis kenarina sahip acilar denir.

Ornegin;
A 30° ve 330° ortak bitis kenarina sahip acilar.
30° _
-330°
4 30° ve 390" derece ortak bitis kenarina sahip agilardir.
e S
190>+ "




Sekildeki P(x,y) noktasi ¢ember {izerindedir ke Z ve
0<0:< 360° i¢in O = 01 + 2kn degerlerinin hepsi P
noktasina karsilik gelir. Buna gore AOP acisina 0

acisinin esas Ol¢iisli denir.

Ornekler: 167“ radyanlik acinin gercek Olciisii nedir?

16n = 127 + 4 =4n+ 4n 0= 4—; esas Ol¢iidiir.

3 3 3

Yay Uzunlugu: 0 radyan cinsinden merkez ag1 ve r yarigap iken; S=r.0 ° dir.

Ornek: Yay uzunlugunu bulunuz.

60° = 60.—— =~
180 3
a
107

S=rf= (l()m).(%) == m=104Tm

5.2.Dar Acilarin Trigonometrik Fonksiyonlar:

Bir 0 dar agisina sahip oldugumuzu varsayalim. Bitis kenari iizerinde O(0,0) noktas1 disinda
herhangi bir P(x,y) noktas1 secelim. Orijinden P noktasina kadar olan uzaklig r ile gosterelim

(r>0). Bur degerine ayn1 zamanda yarigap vektori denir.

A P(x,y) o

r

v

0] X

Phytagorean (Pisagor) teoreminden; 1> =x>+y> =1 =+/x"+y> (r>0 oldugu igin)

olarak bulunur. Buna gore trigonometrik fonksiyonlar: tanimlayalim;
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Sin@ =2 = Y

Cos@zfz s

r /f+y2

Secl = — =
X

Tan@ =2

X
=

X
Cotan@ = — Cosecl = r

Y y

roxt+y?

X

Y

Her bir trigonometrik fonksiyon P(X,y) noktasinin se¢iminden bagimsiz iken 6 degerine
baglhidir. Bunu biraz daha agiklayalim. Asagidaki sekilde bitis kenar1 tizerinde P noktasindan
ve O0(0,0) noktasindan farkli bir P,(x,, y,) noktas1 alalim.

A OAP ve OBP, iicgenleri benzer iicgendir ve geometriden
Py (x1,y1) hatirlanabilecegi gibi bu iki liggen orantilidir. Bu oran
P(xy) iicgenlerin benzerliginden veriler kullanilarak kolaylikla elde
f edilebilir. Sonug olarak sinf ve verilen bir 0 agisina gore bir
0 A B X’ tektir.
Ornek:
A y Sekilde verilenlere gore 0 dar agisinin trigonometrik
(5,12) fonksiyonlarinin degerlerini bulunuz.
O »
Coziim: x=5 }r:\/x2+y2 =52 +12% =/169 =13
y=12
. y 12 13
S 9 = = = —=—
n .13 Tan6 _y 22 Sec "
x 5
= < =
X
5 Cotan® =—=—
Cosf=2==" y 12 Cosec _r_ B
r 13 y 12

Bir 0 dar acisimin trigonometrik fonksiyonlarmin degerleri bir dik iicgenin kenarlarinin
uzunluklar1 orani cinsinden bulunabilir. Bunu agiklamak i¢in asagidaki gibi bir AOB

ticgenini goz oniine alalim.




O Komsu Dik Kenar

Kars1
Dik
Kenar

0 dar agisinin karsisindaki AB kenarina kars1 dik kenar

ve ac1 kavraminda baslangi¢ kenar1 diye tanimladigimiz

OA kenarina komsu dik kenar diyelim. OB kenarinda
AOB iiggeninde hipoteniis olmak iizere bu AOB

ticgenini dik koordinat sistemine tagiyalim.

A B
& Karst
S R
Kenar
b X X

0) Komsu Dik Kenar A

SecH I

Hipoteniis

x  Komsu Dik Kenar

CosecH = Ir_ Hlpo‘tenus
y  Kars1 Dik Kenar
C (0,c)
B
P(Xy,¥y)
A o S (5,0)
A
B'

B noktasinin apsisi 0 i¢in komsu dik kenar1 iken

ordinat1 O i¢in kars1 dik kenardir. Buna gore;

0= y _ Kars Dik Kenar

Sin :
r Hipotentiis
Cosf =2 = K0m$}l Dik Kenar
r Hipoteniis
Tan0 = Yy _ Kars1 Dll.i Kenar
x  Komsu Dik Kenar
Cotan0 = > = Komsgu Dik Kenar

y  Kars1 Dik Kenar

P noktasindan birim c¢embere ¢izilen tegetin x
ekseninin kestigi s(s,0) noktasinin s apsisine ¢ reel
sayisinin - sekanti denir ve secd =S seklinde
gosterilir. Tegetin y ekseninin kestigi  C(0,c)
noktasinin C ordinatina € reel sayisinin kosekanti

denir ve cosec@ = C seklinde gosterilir.

Orneklerde goriildiigii gibi trigonometrik fonksiyonlar arasinda birbirleri cinsinden birgok

iliski vardir. Bunlar1 asagidaki tablo ile sunacak olursak;

Tan0 = Sin® = SecO = =
Cos0 Cos0
Cosec0 = L = Tan0 =
Sin© Cotan0

Cotan0 = C.ose = Cosb =

Sin© Sec

= Cotan0=
CosecO Tan6

= Sin0 =
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Ornek: Cos® = 2+/2/3 ise § ‘nin diger trigonometrik degerlerini bulunuz.

Coziim:
¥ =(22) +x°
=x*=9-8=1=x=1
1
Sinl9:1 ise Tan@ = Sin6 -3 _ 1 :Q
3 3 Cos® 22 242 4
! 3
! Tan Y ! Cotan@ 242
veya === otant = =
242 Y X 2\/5 Tan@
Sin6 1 Cos0 22 22 4
3 3

Boylece biz bu bilgilere gore bir 6 dar agisinin trigonometrik fonksiyonlari cinsinden

degerini herhangi bir dik liggende rahatlikla bulabiliriz.

Ornek:
B Sekle gore A ve B agilarinin trigonometrik fonksiyonlarinin
10 degerlerini bulunuz.
8
A 6 C

i i Hipoteniis 10 5
Coziim: SecA = H1po.tenus 0.2 cosecA= ” : ——=—=>
KomDikKenar 6 3 Kar.DikKenar 8 4
SinA — Kar..DikK?nar _ 8 _4 TanA — KarDikKenar _8 4
Hipoteniis 10 5 Kom.DikKenar 6 3
CosA — Kon.l.leK”enar _ E _ é Cotan A — Kom.D.leenar _ é _ g
Hipoteniis 10 5 Kar.DikKenar &8 4
. Kar.DikKenar 6 3 Kar.DikKenar 6 3
Hipoteniis 10 5 Kom.DikKenar 8 4
Kom.DikKenar 8 4 Kom.DikKenar 8 4
CosB= - » =—=— Cotan B = - =
Hipoteniis 10 5 Kar.DikKenar 6 3
SecB — Hlpo.tenus _10_5 CosecB — Hlpc?tenus _10_5
Kom.DikKenar 8 4 Kar.DikKenar 6 3



5.3. Baz1 Dar Acilarin Trigonometrik Oranlar

30°, 45° ve 60°’lik acilarin trigonometrik oranlarimi bazi liggenleri kullanarak rahatlikla
bulabiliriz. Her bir kenar1 2br olan ABC eskenar {iggenini goz oOniine alalim, sonra A

kosesinden H dikmesini inelim.

A A
30
b 2br
T ) X o)
B C 60’
Zbr B ------------ 1 """""I-_I 1 C

Eskenar tiggen 6zelliginden [BH|= |HC| —1 ve HAC =30° olur. |AH|=x diyelim. Pisagor
teoreminden |AC|2 = |AH|2 +|HC|2 322 =x241P>x2=22-12=4-1=3

|AH| /3 olarak bulunur. Buna gore;

H AH
Sin30° = | C| 1 Sin60° = | | \/g
lag 2 ad 2
AH| H
Cos3o? = A0l _ 3 Cos60® = Ml _ 1
[ad 2 aC| 2
H AH
Tan3OO=Q:L=£ Tan60°=u=£=\/§
[AH V33 HC| 1
AH H
Cotan30°=%=?=\/§ Cotan60°=%—% g
0 1 1 2 0 1 1
- L Sec60” = =2
Sec30 Cos30° \/5 \/3 ec Cos0] l
2 2
1 1 1 1 2
Cosec30” = L o__ 1 _ 1 _2
0 sec Sin30° l Cosec60 S 60° \/5 \/§
5 NS

2

Simdi de 45° lik dar aginin trigonometrik oranlarini bulalim. Bunun i¢in agsagidaki ABC

ikizkenar dik liggeni g6zoniine alalim.




|AB|=[BC|=1
A =C=45°
B =90°
BC Sin45°
Bu verilere gore; SinA = Sind5° = Cos45°= [BE_ 1 V2 uase = S045°
lac] V2o 2 Cos45°
] 1 1 1 1 1
Ctgd5° = =-=1= Secd5° = =— =2 = Cosecd5°=——=—=.2
Tand5° 1 Cosd5° 1 Sinds° 1

2 5

5.4.Trigonometrik Oranlardan Biri Bilinirken Digerlerini Bulmak icin Ornekler

Verilen trigonometrik oranin pay ve paydasi kenar uzunluklar1 olacak bi¢imde tarali ¢izim
yapilir. III. kenarin uzunlugu pisagor bagintisi ile bulunur. Bolgelerdeki isaretler de dikkate

alinarak trigonometrik oranlar hesaplanir.

. T . . 3. )
Ornek: O<x< E olmak lizere sin x = g ise tanx ve secx’i bulunuz.

Coziim :
Pisagor bagmtisindan a’= 5% -3% =16 ve a=4 bulunur.

O<x< % ise I. bolgededir.l. bolgede tiim

trigonometrik oranlar pozitiftir.

1 1
X tanx = % ve secx= =—= ébulunur.

cosx 4
5

a=

. 3z N . )
Ornek: 7 <x< 7 olmak lizere tan x = 3 ise cosx ve cosecx’i bulunuz.

Coziim : Pisagor bagmtisindan ¢’ =32 +1% = ¢ = /10 bulunur.

T< X< 3?71 ise x III. bolgededir. Bu bolgede

cosx ve cosecx negatiftir.Buna gore; cosx = —E ve
1 1 10
cosecx=——= =— olur.
sin x 3 3




Ornek: Sinx — Cosx = g ise Sin2x =?
8 2
Céziim: (Sinx —Cosx )’ = (;)
) . 2 64 -2 2 64 .
Sin “x — 2Sinx.Cosx + Cos“x = 4—9 ve Sin“x+Cos'x=1=1- 4—9 = 2Sinx.Cosx

Sin2x = 2Sinx.Cosx = —% bulunur. Boylece bir dik liggende a1 ve bir kenar veya iki kenar

verildiginde istenen diger elemanlar bulunabilir.

.. o . 3. . .
Ornek: x e [E,nj 1¢in cosX = —? i1se Sinx,Tanx,Cotanx,Secx,Cosecx nedir.

Coziim: x (g,nj demek x, 2. bolge ac1 demektir. cosx = —?3 veriliyor.

Burada uzunluk s6z konusu oldugundan (-) alinmaz.

22 1 1 5
5 sin Xx = ——(2.bolgede+) — cosecx = = =
V22 5 ( g ) sinX /22 /22

5

\/g tanX—SinX—m/S—— g—)Se(;x— ! —L—_i
cosx —+/3/5 V3 Cos X NEENE)

5
1 1 |3
cotx = = =—|—
tan x 22 22
3
Ornek: 0 e (O,gj olmak iizere tan0 = 5v2 ise sin20=? Cos20="?
Coziim:
\/E Sine:ﬂjcose:i
J59 J59
5v2
0 sin 20 = sin(0 + 0) = sin 6.cos 0 + cosH.sin O = 2sin O.cos O
3 sin 20 = 2.sin 6.cos6 =2 - 2 3 3072

J59 V59 59
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c0s20 = cos(0 + 0) = cos0.cosO —sin B.sin B = cos* O —sin” O

2 2
3 542 41
00826=cosze—sin29=( ) - -
59 \59 59

Ornek: Sekildeki ABC iiggeninde verilenlere gore a ve ¢ kenarlarinin uzunluklarini bulunuz.

Coziim: Tan322°=% -4
b 164

Tan32.2°=0.62973 = 16L4 = a =16.4(0.62973)

a=10.3 ve Pisagor Teoreminden; c? =a”+b%'den

16.4

A C | c=0103)% +(16,4)> =19,4 veya cos32.2=—— =0.084619
b=16,4 c
16.4 16.4
b f 9C = = =
CosA=—"den c0s32.2° 0.84619
c
Ornek:
D
h Bir kopriiniin tahmini yiiksekligine gére A ve B
15° 27° noktalar1 500 m mesafe ile sekildeki gibi konuluyor.
A 500m B a C K&priiniin yitksekligini bulunuz.
Coziim: ADC ii¢geninden; kopriiniin yiiksekligine h
D o h
dersek;tan15° = = h=(500+d)tan15°
500+d
h d
BCD ii¢geninden; cot22° = — ve d= cot22°.h olup
15° 22° h
A 50m B d € h(1-cot22°.tan15°)=500tan15° ise

_ 500tan15°
1—cot22°.tan15°

=3978m

Ornek: Keops'un Biiyiik Piramidi taban1 kare seklindedir ve bir kenar1 754ft (1fit~30.5cm)
uzunlugundadir. Bir ziyaret¢i piramitin yiiksekligini belirlemek i¢in karenin bir kenarmin orta
noktasindan 800 ft uzakta bulundugu nokta ile piramitin en tepe noktasi arasindaki agiy1

22.27° olarak 6lcliyor.Piramitin yiiksekligi nedir?




22.27° 'n‘

800 ft

‘ 754 ft ’

- . h
Coziim:Tan22.27"=———— veya

754
800 + — n
2
O C 2.27° "
h=1177. Tan22.27° =482 ft = 147 m « 00 ft >
“—>
h=754 ft

Ornek: Sekildeki roket bir kablo ile destekleniyor. Kablo zeminden 30 m uzaklikta olup

rokete desteklendigi zirve 60 m yiiksekliktedir. Buna gore;
a) Kablonun gergin oldugu varsayilirsa 6 agist ne olur?

b) Kablonun uzunlugu nedir?

Coziim:
60 ) .

- tan0=— =2 ise O=Arctan2=63.4

S 30
= sine3.40= 0 g 00 _ 60
< 0 X Sin63.4°  0.8942

30m Cos63.4° = 22 = 70m
X
0
30m |I

5.4.1.0°,90°, 180° ve 270° lik acilarin trigonometrik oranlari
30°, 45°, ve 60° lik 6zel agilar 0°, 90°, 180° ve 270° acilar gibi ¢izilemez. Daha once 6zel
acilarin trigonometrik oranlarini bulmustuk. Simdi de birim ¢ember yardimai ile 0°, 90°, 180°

ve 270° lik agilarin trigonometrik oranlarini bulalim. Daha 6nce gosterdigimiz gibi;

sing=2=Y-y
r 1 idi. Asagidaki birim cemberden;
X X

Cosb=—=—=x
r 1
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Ao
90
B(0,1)
r=1 .
A'(-1,0 A(1,0)0
180° 360"
270° B'(0,-1)
v
Cos0°=x =1
) A(1,0) noktas1
Sin0°=y=0
Cos90°=x=0
. B(0,1) noktas1
Sin90° =y =1
Cosl80°=x =-1
) A'(-1,0) noktast
Sin180°=y =0
Cos270°=x=0 ) o
] B'(0,-1) noktasiile temsil edilir. Buna gore;
Sin270°=y=-1
Tan0’ = > 0 = 0 =0 Cotan0° = C?SO 1 oo tanimsiz
cos0° 1 sin 0°
Tan90° = 1 20 = 1 = oo ( tanimsi1z) Cotan90° = 0_0890 = 0 =0
cos90° 0 sin90° 1
Tanl80° = sin 180 = i =0 Cotanl80° = cos180 = — = oo tanimsiz
cosl80° -1 sinl180° 0
Tan270° = $in 270° = -1 = oo (tanimsiz) Cotan270° = 095 270 = 0 =
cos270° O sin270° -1

olarak elde edilir. Bu degerler ile 6zel acilarin trigonometrik oranlarini birlikte bir tabloda

toplarsak;
0°=360° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
Sin 0 l J2 J3 1 0 -1
2 B 2
Cos 1 \/§ J2 l 0 -1 0
2 2 2
Tan 0 1 1 \/g ®© 0 0
V3




Cot 0 \/g 1 1 0 o9 0
V3
Sec 1 2 J2 2 0 -1 o0
V3
Cos o0 2 J2 2 1 o0 -1
NE)

Ornek: Sekildeki yerel radyo istasyonunu goz oniine alalim. Istasyonun yiiksekligini bulmak
icin zeminde tam istasyonun altinda duran bir kisinin oldugu noktaya B diyelim. B'den 200ft
(1fit=30.5cm) uzaklikta bir A noktasi alalim. A noktasinda kulenin baslangici ile tepesi
arasindaki agilara sirastyla o ve 3 dersek kulenin yiiksekligi ne olur?

X
0
= i
—
A p=26° 2001t B

Coziim: Seklimizi daha sistematik bir sekilde ifade edelim.

TanP=tan26° = 2—2;0 => y=200.tan26°degerini

X+ formiiliinde yerine yazarsak;Tan35° = + 2020(‘);311 26

Tano=tan35° =

=>200.tan35°-200.tan26= x =» x=42.5m bulunur.
5.5.Kartezyen Koordinat Sisteminde Trigonometrik Fonksiyonlarin Isaretleri

0 acisinin altt trigonometrik fonksiyonu olan sin®, cosf, tanf, cotan, secO, cosecO

fonksiyonlariin bolgelere gore igaretleri agsagida verilmistir.

I1. BOLGE . BOLGE

SinB>0 Cotan0<0
Cos <0 SecO >0
TanO<0 CosecO<0

Sin0>0 Cotan0>0
CosO0>0 Sec6>0
Tan0 >0 Cosec0>0

111. BOLGE
SinB<0 Cotan0>0
Cos<0 SecH <0
Tan®0 >0 CosecO<0
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V. BOLGE
SinB<0 Cotan0<0
Cos0 >0 SecH >0

TanB <0 CosecH<0



Bu isaretleri belirlemenin bir baska yolu ise trigonometrik ¢emberde (X,y)=(cos0,sin0)

oldugundan her bir bolgedeki trigonometrik fonksiyon degeri (cos® ve sin®) kullanilarak
kolayca belirlenir.
1. BOLGE | 1.BOLGE

('X ] y) (X ] .V)

II1. BOLGE | 1V. BOLGE

('X L] 'y) (X ] 'y)

5.6.Kutupsal Koordinatlar
Kutupsal koordinatlarda sekilde goriildiigii gibi x-eksenine

kutup ekseni, O (baslangi¢ noktasi) noktasina kutup noktasi
(0,r) ciftine de P noktasinin kutupsal koordinatlar1 denir.

Diizlemin noktalari ile kutupsal koordinatlar arasinda ki esleme

O bire-bir degildir.
Cinkii (0,r), (0+2km,) ((0+Q2k+1)m,r) ciftleri aym bir P noktasinin kutupsal
koordinatlaridir. Bir P noktasinin P(6,r) seklinde kutupsal koordinatlari verildiginde
x=r.c0s0;y=r.sin0 esitlikleri yardimiyla P noktasinin kartezyen koordinatlarini bulabiliriz.
Buna karsit olarak P noktasinin P(X,y) kartezyen koordinatlar1 verilmis ise x-ekseni kutup

r2=x2+y2 = r=¢1/X2+y2

ekseni, orijin kutup secilerek ;

t P(xy) o7

y_ rCf)SO _ sin® — tand
X rsin® cosd

r y
Y —tan 0 ise 0= arctan® bagntilari ile

0 X X

IR
0 X kartezyen koordinatlardan kutupsal koordinatlara

dontstiirtiliir. Kutupsal koordinatlarda bir fonksiyon r = f(0) veya f(0,r)=0 esitlikleriyle

tanimhidir. Kartezyen koordinatlar ile kutupsal koordinatlar arasindaki iliskiden dolay1

kutupsal formda verilen fonksiyonu kartezyen koordinatlardaki ifadesini kartezyen formda

verilen bir fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini bulabiliriz.



Ornek: Kartezyen koordinatlar1 (4,-4 V3 ) olan noktalarin kutupsal koordinatlarini bulunuz.

Coziim:r = im =16 + 48 =78

Y —tan0 = ﬂ =tan0 ve 0O = arctan (—\/§ )ise@=5—n ve P( 5—“ ,8) dir.

X 4 3 3
Ornek: F(0, r)=r’Sin0 — 2rCos0 + 7r* + 2 = 0 kutupsal denkleminin kartezyen denklemini
bulunuz.
Coziim: x =r Cos®, y=rSin® ve r’=x?>+y?> bagmtilarini denklemde yerine yazmak
icin denklemde X,y ve r? ifadelerini tekrar diizenlersek;

r’rsin0- 2rcosO+7r*+2=0o0lurvex =rCos®, y=rSin@ ve r’=x>+y>

degerlerini yerine yazarsak ; (x*+y?). (y +7)-2x+2=0  bulunur.
5.7.Acisal Hiz

Sekilden de anlasildigi gibi yay uzunlugu s, birim zaman t, yarigap r, ag1 6 olmak iizere; birim

o . S, :
radyan cinsinden lineer hiz v=="dir . Bu ifade s
t

yay uzunlugu formiiliinde s =r.0, her iki taraf t ile

boliinerek; S_ r.g bulunur ve buradan;
t t
V =r.w elde edilir. Burada lineer hiz V=E iken
t

acisal hiz w= Y birim zamandaki radyan cinsinden hizdir.
t

5.8.Siniis ve Kosiniis Kurah

Ozel iiggenlerin digindaki iiggenlere herhangi iiggenler denir. Bu iiggenlerin kenar ve
acilarindan bazilar bilindiginde diger a¢1 ve kenarlar1 bulmak i¢in siniis ve kosiniis kurallari
kullanilir.

5.8.1.Siniis Kuralh: Herhangi bir ABC {i¢genini goéz Oniine alalim. C kenarindan AB

dogrusuna h dikmesini inelim ve bunun AB'yi kestigi noktayr H ile belirtelim.

C Buna gore siniis kurali;
a b ¢
b h a sina sinb sinc
seklinde ifade edilir.
A H B
c
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Siniis kuralinin uygulanabilmesi i¢in;

1) 1Iki a1 ve bu agilardan birinin karsisindaki kenar

2) Iki kenar ve bu kenarlar arasindaki a¢1 bilinmesi gerekir.

Ispat:
. . . h ) C
ACH iiggeninde; SinA = ™ ve h =b.SinA
. h y h X
BCH ii¢geninde; SinB = — ve h =a.SinB
a
— § , A H B
elde edilir.h=h oldugundan; c
a.sinB=bSinA = > - (i)
sinA sinB
C Benzer olarak A noktasindan CB Kenarina h
H dikmesi inilerek;
4 h
b h AHC ii¢cgeninde; SinC = ™ ve h =b.SinC
A B L . h :
c =AHB ii¢cgeninde; SinB = — ve h =c.SinB
c
elde edilir.h=h oldugundan; c.SinB = b.SinC = —> =S (i)
sinB  sinC
: . e a b C
olur. (1) ve (i1) ifadeleri birlestirilirse; — =— =— olur.
sinA sinB sinC
5.8.2.Kosiniis Kurah :Herhangi bir ABC iiggeninde;
1) Iki kenar ve aralaridaki ac1 biliniyorsa
i1) Ucg kenar biliniyorsa diger istenen ac1 ve kenarlar bulunabilir. Bunun i¢in asagidaki
ABC {iggenini gz Oniine alalim; Bu durumda;
a2 = b2 + 02 —2bc.CosA
b2 = a2 + 02 —2ac.CosB ifadeleri kosiniis kurali olarak bilinir.
02 =a2 +b2 —2ab.CosC B
Ispat : AHB iicgeninde pisagor teoremi uygulanirsa ;
()  ¢?=(b-x)%+h?elde edilir. ¢ a
AHC dik iiggeninde pisagor uygulanirsa;
A b—X X C

(i) aZ=h?+x? elde edilir. b




(1) ve (i1) ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak;

c2 —a2 =b2 —2bx+x2 +h2 —h2 —x2:>02 =a2 +b2 —2bxolur.CosC=§:x=a.CosC

a
degeri yukarida yerine yazilirsa; ¢2 =22 + b2 —2ab.CosC bulunur.
Ornekler:
1)
Yandaki ABC ii¢geninde;
A =30°
a =2cm
b =3cm
B=?

Coziim: Coziimii iki yolla yapmak miimkiindiir. Bunlar ABC dar agil1 iggeninde veya AB'C

genis acili tiggenindedir.

Siniis kurali iki kenar ve bunlardan birinin
karsisindaki a¢1 belli oldugundan
uygulanabilir. Buna gore;

a b b.(SinA) ‘e

- ——'den SinB =
sinA sinB a

SinB=0.75 ve B=Sin 1(0.75) =49 °

2) Herhangi bir ABC iiggeninde B=20°, a=0.453 ve ¢=0.682 ise diger bilinmeyenleri
bulunuz.
Coziim: Iki kenar ve aralarindaki ac1 bilindigine gore diger kenar ve acilar kosiniis kurali

uygulanarak bulunabilir. Bunun i¢in seklimizi verilenlere gore ¢izelim.

A
b2 = a2 +c2 —2ac.CosB

. ) b2 = (0.453)% + (0.681)% —2(0.453)(0.681)Cos20°

b2 =0.2052 +0.4638 — 0.6170.(0.9397) = 0.0892

20° b =+/0.0892 =0.299

- 0.453 >

C.(SinB) _ (0.681)(0.3420)
b 0.299

C ag1sii1 bulmak i¢in siniis uygulanirsa; SinC = =0.7790
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C=Sin 1(0.7790) = C = 51.2° o halde A=180-B-C=180-51.2-20=108.8"
Fakat en biiyiik kenarin karsisinda en biiyiik a¢1 bulunacagindan C =108.8° ve
A=180-B-C =» B=180-511.2-108.8=A=31.2° olarak bulunur.

3)Sekildeki x uzunlugunu bulunuz.

A D
8
5
7 X
C
3
7
B E
Coziim:
A . . A . .
ABC ’de Cosinus Teoremi DCE ’de Cosiniis Teoremi

x> =8%+72 —2.8.7.cos(AZ

1

7> 232 +5% ~2.3.5.cosC
x?=8"+7° —2.8.7.(—§j

15= —30.cos(AZ = cosé = —l
2 x?=64+49+56=169=x =13

4)Asagidaki tiggende x uzunlugu nedir?

Coziim:
A
2 2 2 2 A
D 6 ) X" =3"+3°-23.3.cosC
cosC =— 1S¢
4 3 5 x1=3743 233055220, 6
5 5 J5
B 3 C

5.9.Trigonometrik Fonksiyonlarin Periyodu
Eger y=f(x) fonksiyonu VxR ve p e R™ sayisi igin; f(x+p)=f(x) sartin1 sagliyorsa y=f(x)

fonksiyonuna periyodik fonksiyon p sayisinda da y=f(x) fonksiyonunun periyodu denir.

sin"(ax +b)
cos"(ax +b) ] . 2
sech (ax + b) n tek dogal say1 ise; P |a|

cosec"(ax +b)



tan" (ax +b)

cot” (ax + b)

J

sin” (ax + b)

cos" (ax+b) -

n ¢ift dogal say1 ise; p = —

[

sec"(ax+b)

-

cosec"(ax+b)

tan” (ax + b)

cot" (ax + b)

P

Not: Toplam veya fark bi¢iminde verilen trigonometrik fonksiyonlarin periyotlarinin

bulunmasi i¢in  her birinin periyotlar1 ayr1 ayri bulunur. Bu periyotlarin paydalar

esitlendikten sonra paylarin en kiiclik ortak kati bulunarak paya, ortak payda da paydaya

yazilir.
Ornek: Asagidaki fonksiyonlarin periyodunu bulunuz.
2

a)f(x)= Sin(5x + 3) = p= 5

b)f(x)=3Tan5(7§+4) =p= T | =Tn
(7j
—-3x 3m 16m
c)f(x)= 5Cot + == — p= 27T -
(0= 5Cot(—=+ ) P /_3 3
8

1 7( X—T
d)f(x)= —Cosec’' | —— = p=—— =
)(x) > ( 1 j p

5.10.Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri

Siniis ve Kosiniis egrileri, dairesel hareket iceren matematigin uygulamalarinda kullanilir.

Siniis ve Kosiniis egrilerinin bazi kullanim alanlarin1 yazacak olursak;

1- Alternatif Akim-Elektrik

2- Pistonun hareketi

3- Isik, dalga ve diger elektromanyetik dalgalar
4- Bir tel-yay vb. mekanik titresimi

5- Akis hareketi

6- Bir sarkacin hareketi

7- Ses dalgalan

8- Diinya, giines, ay, vb. yoriinge hareketi
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Simdi dairesel hareketle siniis egrisi arasindaki iligkiyi

fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

gormek icin [0, 2 m] araliginda y=sinx

x (Derece) |0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330
x (Radyan) 0 n/6 n/3 n/2 2r/3 51/6 =®m Tmn/6 4n/3 3n/2 5n/3 1ln/6
y=sinx 0 05 087 1 0.87 0.5 0 -05 -087 -1 -0.87 -0.5
. A
(Cosx,Sinx) 1 - y=Sinx
=1
! g 0,51
=
X g T >
?
-0’5- £
-1
v

Sekilden de goriilecegi gibi birim ¢ember ile y=sinx fonksiyonunun [0,27[] araligindaki

iligkisi, r yaricap vektoriiniin yiiksekliginin her bir x acis1 i¢in grafik iizerindeki y

koordinatina bagli olmasidir. Yani, birim ¢emberde

x ag1 cinsinden Ol¢lim iken grafikte

radyan cinsinden dl¢timdiir ve bunlar yukaridaki tabloda oldugu gibi ayni degerlerde birbirine

esittir. Benzer sekilde [0,27[] araliginda y=cosx egrisini ¢izelim:

x (Radyan)|0 /6 n/3 n/2 2n/3 58/6 =w Tn/6 4n/3 3n/2 5%/3 1lIn/6
y=sinx |0 0.87 05 O 05 087 -1 -0.87 -0.5 0 -0.5 -0.87
C S r
(.. OSX’ lnx_).... 1 ......................... y:SillX
r=1
0,51
G l J:C TC Z:TC >
7
0,5 t ’
...... B R
v

Boylece, y=sinx ve y=cosx fonksiyonlar1 ayn1 grafik iizerinde karsilastirilacak olursa bunlarin

ayn1 deger kiimesi [— L1 ] ‘e sahip olduklar1 ve periyodik bir fonksiyon olduklar1 goriiliir.



Bu periyot, f(x + 2k ) = f(x) oldugundan 27 olarak bulunur.

5.10.1.Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafik Cizimleri

1) Fonksiyonun periyodu bulunur,

2) Bulunan periyoda uygun aralik se¢imi yapilir,

3) Secilen aralikta fonksiyonun degisimi incelenir ve degisim tablosu hazirlanir,
4) Degisim tablosuna gore fonksiyonun grafigi ¢izilir,

5) Periyot araliginda ¢izilen grafik aynen tekrarlanir.

1. f (x) =sin x fonksiyonunun grafigi

1) f(x)=sinx
sin(x +kn)=sinx= p=2kr= kez
k=1 icin 27  oldugundan p=27x

2) [0,27[] uygun araliktir.

3)
T 3n
X 0 A T / 27
sinx 0 1 0] -1 0
4)
r
1
0,51
0 -
T
. 2
-0,51 -
-1
v
2. f (x) =Cos X fonksiyonunun grafigi

D f (x) =COoSX
cos(x+2kz)=cosx = p=2kzr= kez
k=1 icin 27  oldugundan p=2x

2) [0,27:] uygun araliktir.

3)
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4)

v

3. f(x)=tanx
1) f(x):tanx

fonksiyonunun grafigi

tan(x+k7r):tanx:> p=kr=(keZ)
k=1 1icinzoldugundan p = =

2) x= % icin  f (x) =tanx fonksiyonu tanimsizdir.

Grafik %dogrusunu kesmez. [O, 7[] - {%} araliginda ¢izilir.

3)
X | 0 % % 3% T
tanx‘O/1/+oo—oo/'1/0
4)

(SR
1
—_
annaiedidsate asasannananasnnsmagne
)
=
)
|

v



4. f (x) =cotx fonksiyonunun grafigi
1) f(x)=cotx
cot(x+kz)=cotx ise p=kr,(keZ)
k=1 1i¢in  rzoldugundan p=r
2) x=0 vex=rxigin f(x)=cotx tammsizdir.

Grafik [O, 7[] —{0,7}  araliginda cizilir.

3)
X 10 % ¥ 3% T
cotanx‘ +OO\‘ 1 \ 0 \ —1\‘_00
4)
F 3
A J
5 f (x) =secx fonksiyonunun grafigi
1) f(x)zsecx= ! p=2r
COs X
V4 3 -
2) X = > ve xX=— icin  f(x)=secx tanimsizdir.

37 z 3z

Grafik x = % vex = dogrularimi kesmez. [0,27[]— { ) } “de ¢izilir.
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3)

sec X
—0o0
4)
i
."‘-. D h\
Sos{ o™
& ) L 7 i 3 . %
S Y o N s \
N - ;
6. f (x) = cosecx fonksiyonunun grafigi
1) f(x)=cosecx= p=2r
cosx
2) x=0 ,x=mxve x=2ri¢in f (x) =cosecx tamimsizdir.

Grafik x=0, x=7x vex = 2x dogrularin1 kesmez. [0,272']— {0, 7r,27r} araliginda cizilir.

3)

7 7

X ‘o 2 n 2 2n
COSEC X +oo\ 1 /I—OO —00/" \—oo

4)




5.10.2. y=asinbx ve y=a.cosbx (a,b € IR) grafikleri:

1 b
Genlik(Amplitude)= |a| Periyod = 2{ Frekans = Perivod = o
eriyo T

Ornek: y=3sinx fonksiyonunun [0,27[] araligindaki grafigini ¢iziniz.
Periyot=2x |a| =3

X 0 =n/6 n/4 n/3 w/2 2n/3 3n/4 5Smn/6 T

y=sinx |1 087 0.5 0 0.5 -0.87 -1 -087 -05
y=3sinx |3 261 1.5 0 15 2.61 3 261 -15
F 3
3
. T >
2 2
3
v
. . 27 .
Ornek: y=sin2x By = 7 (Periyod)

X 0 =n/6 n/4 n/3 w/2 2n/3 3n/4 Sn/6 T

2x 0 =wn/3 n/2 2mw/3 T 4n/3 3n/2 5S5n/3 2n

y=sin2x |( 1 0 1 0
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5.10.3.y = asin(bx + ¢) ve y =acos(bx+ ¢) grafikleri :

Ornek: y = sin(x + %) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

Coziim:

X 0 /2 o 3/ 2 2
x+% | 3 o

2 2 T 2 2m 2

. T
sin(x + 5) 1 0 -1 0 1
A
1

v

Ornek: y = cos(2x + %) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

Coziim:

2x |—m/8 n/8 3n/8 S5n/8 T/ 8 21/ 3
pxs E
X+ 0 /2 T 3n/2 2n 2n
0

cos(2x + %) 1 0 -1 0 1




5.11.Trigonometrik Ozdeslikler

i)sin’ @ +cos* 6 =1

ii)

iii)

A
(xy)
r=1 '
=r.Sin@
0 N
x=r.Cos 0

tan’0+1=sec’ 0= tan’ O =sec’0—1

sin’ 0 sin? 0+ cos> 0 1
2 + 1 = 2 = 2
cos” 0 cos 0 cos” 0

) X
sin @ =Xvecos<9 ==
r

r
X =r.cos0
X +y°
y =r.5inf

r’cos’@+risin’@=r?

r*(cos’ @ +sin’ 0) =r’

cos’@+sin’ 0 =1 “

=sec’ O

cot’0+1=cosec’0 = cot’ 0 =cosec’0—1

cos’ 0 cos’ O +sin’ 0 1
) +1= ) = 2
sin“ 0 sin“ 0 sin” 0

tan @.cosecd = sec O

sec’ 0 .sin’0 +1=sec’ 0
cos’ 0
%(1—c0526 )+1:L—

cos’ 0 cos’ 0

cosecx.secx —cotx =tan x

= cosec’0

.sin?0 +1=tan’0 +1=sec’0

1+1=sec’ O
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. sin & 1+cosé@
vi) =

1-cos®  sinf
sin@ sinf ) sin” @ _ 1-cos? @
sin@ J\1-cos@ ) sin 0(1—cos 49) sin@(1—cos )

(1—cos 49).(1+cos 49) _1+cosd
sinH(l—cosH) ~ sin@

tanA +cotA
tan A

=sec? A.cot’ A

1
tanAJritanA ) sec A

tan A tan> A

=sec’ A.cot’ A

1—tan’ 0

vii) cos’ 0 —sin” 0 = 75 oldugunu gosteriniz.

1+tan

Coziim:Bu tiir sorularda esitligin bir tarafindan hareketle diger tarafi elde edilir.

: 2 2 -2
sin“® cos"O-—sin“ 0

1-tan’ 0 _  cos’ 0 _ cos’ 0 _ (cos® @ —sin’ 0) ‘ cos’ 0 — cos?0—sin2 0 olur
1+tan> 0 1+ sin’® cos’O+sin’ 0 cos’ 0
cos’ 0 cos’ 0
... SIn0 1—-cosH 9 .
viii) = oldugunu gosteriniz.

1+cos®  sin®

Coziim:
sin@  sin0.(1-cos®) sinO(1-cos®) 1-cosO olur
1+ cos0 1-cos*0 sin” 0 sin O
(I1—cos9)
5.11.1.Toplam ve Fark Formiilleri
y
q |*\
1 1 QM
0
A+B P 0
1A l [ [1x
0




sin A.cos B + cosA.sin B = L 1 % + a ] r =p+q
OM 1 rj)\1

sin(A+B)=pT+q=p+q

sin A=L:> cosBzo—M —sinB=— = cosA= Oyleyse;
OM 1 1 r

sin(A+ B) =sin A.cos B+ CosA.sin B

sin[ A+ (—B)] =sin A.cos(—B) + cos A.sin B
=sin A.(cos B) + cos A.sin(—B)

sin(A— B) =sin A.cos B—cos A.sin B

Benzer yollardan gidilirse;

cos(A+ B)=cos AcosB—sin AsinB  cos(A— B) =cos Acos B +sin Asin B

A B A—tanB
tan(A + B) _ tanA+tanb tan(A — B) _ fanA-tan5
l1-tanAtan B 1+tanAtan B
AcotB—1 —cotAcotB—1 . o
cot(A+ B) cotAcot5—1 cot(A—B) cotAcot seklinde bulunabilir.
cotA +cothB cotA—cotB
5.11.2.Yarim Aci Formiilleri
) . . X I—cosx
sin2x=2sinx.Cosx sin—=1= 5
cos2x = cos’ x—sin’ x cosfziwfm
2 2
2tan x X l—cosx sin X
tan2x = ——— tan — = — =
I-tan” x sin X I1+cosx
cotan’x—1 i
Cotan2x = cotan x—1 Cotané _ Sinx _ 1+ ?osx
2Cotan x 2 1-Cosx Sinx
Ornek : cosxz—Z: sin f, cosi, tani =7
9 2 2 2
Coziim:

1+z
. X 1-cosx 9 22
sin—= = | = =
2 2 2 3

2
=
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tang = 2\/5 olarak bulunur.

5.11.3.Trigonometride Iki A¢inin Toplam veya Farki i¢in Ornekler
Ornek: Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

a)sin 105°b)§00515° —%sin15° ¢)cos®>75° —sin®75° d)sin18°.cos12° + cos18° sin12°

Coziim:

a)sin105° —sm(60 +45° )—sm60 .cos45° +cos60°.sin 45°
V2 l£ J_ V2 _Je+42

272 T Ta T 4

V3

b)T.coslf —%.sin15° =c0s30°.cos15° —sin30°.sin15° = cos(30° +15° ) cos45°

N|® Nm

¢) cos>75° —sin®75° =cos75°.cos75° —sin75°.sin 75° = cos(75° +75°): cosl50° =

d)sin18°.cos12° +cos18".sin12° =sin(I8° +12°)=sin30" = —

5.11.3.1.Yarim Aci Ornekleri
Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

36° 36°
Ornek: 1)a) sin _ Lo — =7 b) sin 7 cos - cos =2
sinl2”  cosl2 24 24 12

2)a)0<x< g ve sinx = % ise sin 2x ’in degeri nedir?
b)sin37° = 0,6 ise cos16° ’yi hesaplayiniz.
4 . < ..
¢)tan2x = 3 ise tan x degerlerini bulunuz.

sin36° cos36° 3 sin 36°.cos12° —cos36°.sin12°
sinl12°  cosl2° sin12°.cos12°

Coziimler:1) a)

_sin(36"—12°)  sin24"

l -sin 24° l -sin 24°
2 2

(T K K 1 . K K 1 1 . T
b)sin| — |- cos - COS| =—-sin -COS =—-.—-8in— =
24 24 12) 2 12 12) 22 6

2)a)0<x< g, sin x = % verilenlere gore istenenleri hesaplayalim.

A=
N | =
0 | —



37

37

sin2x=25inx.cosx:2-z-—:—

4 8

b)sin37° =0,6

. . . ) 6 8
cosl6’ =sin74° =2.sin37.cos37=2-—-— =0,96

10 10
Otan2x= 2= tan2r= 22 L pnao 2o g4 e
3 1—tan~ x 1—-¢
20° +3t-2=0 1
=t =—=1, =2
(2t-1)-(r+2)=0 2
1

tanx:5:> tan x = -2

5.11.3.2.Déniisiim Ornekleri (Carpim)
Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

sin 50° +sin10°

in 48° +sin 12°
il > d)cos36” —cos72°

c
cos48° +cosl2’

¢)cos20°.cos40°.cos 60°.cos 80°

_ 8in255°.cos15” +sin15".c0s255°

1) a)tan 255° + tan 15° b) ‘
sin 40°
2)(Ters Doniisiim)
a COSS(-) cos4D b) 2sin 45°.cos15°
sin 80°
Coziimler:
1) a)tan255° +tanl5" = sin 255" sinl5

cos255"  cosl5’

~ sin(2s5T4157)

c0s255°.cosl5®
-1 1

sin 270°

B Cos(270° —15°)c0515° —sinl15°.cosl5° —;-sin 30° 11

. [ 50° +10° 50° —-10°
2.sin| ——— |-cos| ————
sin50° +sin10° 2

=4

22

2 j _ 25in30°.cos20°

b)

sin 40° sin 40°

sin48° +sin12° 3 2sin 30°.cos18° 3

¢ = = tan30°
cos48” +cosl2’° 2cos30°.cosly”

© 2sin 20°.cos20°

1
2ty
2.sin20°  2.sin 20°
1
3

d)cos36” —cos72° = —ZSm(WJ.Sm(#]
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.
_ 2sinl8".cos8'.cos36" _sin36.cos36° SN2 1

cosl®’ sin 72° 2

:—2sin54°-Sin(_180) 18°
cos

1 : o1 o
»a) c050°.cos40° 5[00390 +cos10 ]_ §~cole |
sin 80° sin 80° c0s10° >

\/§:l+\/§

1
b)2sin 45° cos15° =2cos45° cosl5’ = 2-%[cos60° + cos30°] = 5 + 5 2

1 c0s20°.sin 20°.cos40°.cos80°

¢)c0s20°.cos40°.cos60°.cos80" = —- -
2 sin 20°
L i 40° cos40° cos80° L i 80°.cos 80° L i 160°
B 5-s1n cos40° cos 1 E-sm .COS 1 5.s1n 1 sin200 1
2 sin 20° 4 sin 20° 8 sin20° 16 sin20° 16

5.12.Trigonometrik Denklemlerin Coziimleri
1. [0,2n] olmak iizere sinx = sin a denkleminin ¢6zimii:

y A [0,27t] araliginda siniisii sin o olan iki a1

- a vardir. Birinci ac1 o, digeri ise (m—a ) dir.

o o Genel ¢6ziim elde etmek i¢in her birinek € Z

o
K/ olmak tizere 2kn eklenir.
sin X = sin o = sin(7T — o)

X, =a+2knveyax, =n—-o+2kn keZ

V<

Genel olarak, k € Z olmak iizere; sin f (x) = sin g(x)

f(x) =g(x)+2kn veyaf (x) = w—g(x) + 2km esitliklerini saglayan x € R degerler kiimesidir.

2. [0,21) olmak iizere cosx = coso denklemlerinin ¢dziimii:

[0,2n) araliginda  kosiniisiicosaiolan  iki a1

y A
a vardir. Birinci agradigeri ise —o ‘dir. Genel
o . ¢Ozliim elde etmek icin her birine k € Z olmak

o N )
uzere 2kn eklenir.

e COS X = Ccos 0. = cos(—a)

X, =a+2knveyax, =—o+2kn keZ




Genel olarak, k € Z olmak iizere; cosf(x) =cosg(x)
f(x) =g(x)+2kn veyaf(x) =—g(x) + 2kn esitliklerini saglayan x € R degerlerinin kiimesidir.
3. [0,27t) olmak tizere tan x = tan o denklemlerinin ¢oziimii:

[0,2n)arahg1nda tanjanti, tanaolan iki ag1

y A
vardir. Birinci agia, digeri ise (m+a)’dir.
f % Burada iki ag¢1 arasindamkadar fark

A\ A%

oldugundana ’yak € Z olmak lizerekn

eklenerek genel ¢6ziim bulunur.

tanx =tanoa = x =a+kn keZ

Genel olarak, k € Z olmak iizere; tan f (x) = tan g(x) = f(x) = g(x) + kzt “dur.

4. [0,21t) olmak tizere cotx = cota denklemlerinin ¢oziimii:

[0,2n) araliginda kotanjanti, coto olan iki ac1

vardir. Birinci ag1a, digeri ise  (m+a ) dir.

\ aile (w+a) arasinda mkadar fark oldugundan

o ’yak e Zolmak tizere kn eklenerek genel
o ¢Ozim bulunur.

X
>

y A
o
\(J cotx=cotao=>x=oa+kn keZ

Genel olarak, k € Z olmak tiizere; cotf (x) = cot g(x) = f(x) = g(x) + kn “dur.

Ornek: Asagidaki trigonometrik denklemleri ¢oziiniiz.
a)Sin 2x = % b)Cosx = ? co)tan3x.tan2x =1

Céziim : 2)Sin 2x = % = Sin 2x = sm(%] = Sin(n —gj -

X =~ +k veya X :5—n+k , keZ
S Vi 212

2X=%+2kﬂ: veya 2x:n—g+2k:>(;:{x
b) Cosx=§:>Cosx=Cos%=Cos(—£J:>xl=%+2k veya X2=—%+2k

6
C:{xxl:%+2kn veya xzz—%+2kn , keZ}
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c¢)tan3xtan2x =1 = tan3x =

= tan3x = cot2x = tan3x = tanE - 2X
tan2x 2

3x:£—2x+2n:>5x:£+kn:>x:l+k—n , keZ==<x
2 2 10 5

X :£+k—n, keZ
10 5

Ornek: tan(3x + g} = tan(x - %) denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: tan f(x) = tan g(x) = f(x) = kn + g(x) kok formilii uygulanirsa;

tan| 3>(+E = tan| —X+£ :>3X+E=k1'c+ —x+1
8 12 8 12

:>4x:kn—£:(;: x|x:g—£,kez
24 4 96

Ornek: cos[2x + gj = —cos(x - gj denklemini ¢ozelim.

Coziim: cos(Zx + g] = cos(x - g + nj olur. (- igeri alinirken cosiniislii ifadelerde n eklenir.)

cosf(x) =cosg(x) = f(x) = 2kn ¥ g(x) olur.

2x + = = 2kn ¥ X—E+T|:j
3 3
2% + 2 = 2kn ¥ x+2—TE
3 3
T 27 T
2X+—=2kn+|x+— | > x=2kn+—
3 3 3

2% + = = 2kn— X+2—n ﬁx:&—ﬁ
3 3 3 3

=X |x=2kn+-Vx=—--—,ke
okt Fyx = KT T ey
3 3 3

Ornek: 2cos’x=1+sinx denklemini ¢6zelim.
Coziim:Bu tip denklemlerde her iki taraf ayni fonksiyon cinsinden yazilir. Burada cos’x=1-
sin’x yazilabilir.

2(1-sin”x)=1+sinx = 2sin*x+sinx—1=0  sinx=t dersek.

2 +t-1=0=>QRt-D)(t+1)=0=2t=1=1, :%:>t+1=0:>t2 =1

sin f(x) =sin g(x) = f(x) = 2kn + g(x)
sin f(x) =sin g(x) = f(x) = 2kn + (n — g(x))




sinX:%:Cl :{x|x:2kn+%Vx:2kn+5—n,keZ}

3 C=C1uC2
sinx:—1:>§12 :{x|x:2kn+7n,keZ}

Ornek: Secx = 4Cosx denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:secx =4cosx =

1 _1
=4cosx = 1=4cos’Xx = cos’ X =— => cosXx = F—
COSX 4 2

COSXZl:>C1 z{x|x:E+2anx:5—n+2kn,keZ}
2 3 3
COSXz—%:>(;2 Z{X|XZ%+21{TCVX :4?75+2k7[,k62}

Ornek: 2cos’x —3cosx+1=0 denklemini ¢oziiniiz.

2t2 =3t+1=0 1
=t, =—=tr=1
Qt-D(t-1)=0 2

Coziim: cosx=t dersek.
1 _n T Sn
cosx=—=>x=2knF-=C, =4x|x =2kn+—-Vx =2kn+—
2 3 3 3
cosx =1=x =2kn=C, = {x | x = 2kn,k € 7|

Ornek: sin 6x + 2sin 4x +sin 2x = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:

sin 6X + sin 2x = 2.sin(6X * ZX) . cos(6X —2x

] = 2sin 4X.cos2x
2sin 4x.cos2x + 2sin 4x = 2sin 4x(cos2x +1) =0

2sin4x:0:>sin4x:0:sin4x:sinkn:>4x:kn:x:kjfE

cosZX:—1:>cos2x:cosn:>2x:2kn$n:>x:kn$g
km _T
C=x|x=—Vx=kn¥—-,keZ
4 2

bulunur.

Ornek: sin x ++/3.cosx =1 denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim:

cosx+asinx=>b

veya seklindeki denklemlerde a=tan® yazilir.

acosx+sinx=>b
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Bu 6rnekte; V3 = tan 60° yazilir.

sin x + tan60°.cosx =1

) sin 60
= sin X +

-cosX =1 = sin X.cos60 + cos x.sin 60 = cos60 = sin(x + 60) = l
cos60 2

x+60=2kn+g:>sin(x+60)=sinE

x=2k7:—E :>sin(x+60)=sin5—7T
6 6
X+60=2kn+9£:>x=2kn+§(;={x|x=2kn—ng=2kn+g,keZ}

Ornek: /3 cos 2x +sin 2x = 2 denklemini cozelim.
Coziim:
V3= tang = tan%-cos2x +sin 2x = 2

. T
S —

) . T T . T

-CO82X +8in2x =2 = s1n§‘cos2x +Ccos—-sin 2X = 2cos—
T

COoS—

3

sin 2X+E =2-l:>sin 2X+E =1=sin 2x+E =sinE
3 2 3 3 2

T T
2x+—=2kn+—-—>

3 > o

T T
2x+—=2kn+n—-——>

3 > ¢,
C:C1UC2:{X|X=1{R+%,1{EZ}
Ornek: 2sin x —secx =0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:

2sin X — =0 =2sinxcosx—-1=0

COSX

:sin2x—1=0:>sin2x=1:>sin2x=sin£:2x=2kn+E

:>2x:2kn+n—g:>x:kn+§—>(;:{x|x:kn+§,keZ}



sin X

Ornek: cotx + =2 denklemini ¢oziiniiz.

1+cosx
Coziim:
CcOsX sin x (1+ cosx)cosx + sin x.sin x
— =2= - =2
sinx 1l+cosx sin x(1+ cosx)

2 .2 . . 2 .2 . .
= CcoS“ x+cosx+sin” x=2sinx+ 2sin XxCOSx = COS” x +SIn~ x + cosx = 28in x + 2SIin XxCosx

1+ cosx
=2=

=2:>sinx:l
2

sin x(1+ cosx) sin x

sinx:l:>(;: x|x:2k7c+EVx:2k7'c+1'c—E
2 6 6

5.13.Toplam ve Carpim Formiilleri

i) Toplamin Carpima Doéniistiiriilmesi

A+B A-B
.CoS 5

A+ B

sin A+ sin B = 2sin

A-B

sin A—sin B = 2sin cos 5
A+B A-B

cos A+cosB = 2cos .cos

A+B A-B

2

.sin

cos A—cosB =-2sin

ii) Carpimin Toplama Déniistiiriilmesi
sin A.cosB = %[sin( A+ B)+sin( A— B)]
cosA.cosB = %[cos( A+ B)+cos(A-B)]
sin A.sin B = —%[cos( A+ B)—cos( A— B)]

5.14.Trigonometrik Esitlikler
1) 2)

V6 € Ricin;
sin @ = sin(2kx + 0)
sin(—@) = —sin &

T
in(——-0) = o
sm(2 ) =cos

sin(% +6) =cosél

sin(z — @) =sin &
sin(z +60) = —sin @

sin(%[ —0)=—cosl

sin(%r +8)=—cosfl
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V0 € Rigin;
cos@ =cos(Rkx +0)

cos(—0) =cosd

cos(% —0)=sinf

cos(% +60)=—sin0

cos(r —0)=—cosl

cos(r +60)=—-cosf

cos(%[ —0@)=-sin0

cos(%[ +6)=sinf



3)

VOeRigin;e;tg+knn

k € Zigin ,
tan® = tan(2kn +0)
tan(—0) = —tan6

tan(g —0)=cotd

tan(g +0) = —cotf

tan(m —0) = —tand
tan(m + 0) = tand

‘[an(:%7I —-0)=cot

‘tztn(}?7t +0) =—cosb

5.15.Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

4)

V0@ eRigin;0 =krm,
k € Zigin,

cot@ =cot(kx + 6)
cot(—@) = —cotd

cot(% —60) =tané

cot(% +6)=—tand

cot(r — @) =—cotd
cot(r + 60) =cotl

cot(%[ —60)=tand

cot(%r +6)=—tand

Bir fonksiyonun tersinin olabilmesi i¢in bire-bir ve orten olmasi gerekir. Fakat trigonometrik

fonksiyonlar R den R ye bire-bir ve orten degildir. Bu nedenle, tanim kiimeleri R olarak

secilirse, bu fonksiyonlarin bire-bir ve orten olduklar: alt kiimeler segilerek ters trigonometrik

fonksiyonlar tanimlanabilir.

1) Arcsinx fonksiyonu

Siniis fonksiyonu, IR —[~1,1] érten fakat bire-bir olmayan bir fonksiyondur. Bu

fonksiyonun tanim aralig1 {— % , %} alirsak bire-bir ve Orten olur.

T T

f: {_ 5’5} - [— 1,1] , f (x) =sinx fonksiyonunun ters fonksiyonu

f'(x)=sin" xveya f' = Arcsin xseklinde gosterilir.

Arcsin : [— 1,1] — [— z , f} dir.
2 2

y:f(x)zsinx<:>x=f’l(y):sin’1 yisex = Arcsin y

Ters fonksiyonda x ile y yer degistirilirse,

y = Arc sin x bulunur. Arcsinx fonksiyonunun grafigi :

Arcsinx fonksiyonunun grafigi y = sin x fonksiyonunun y = x dogrusuna gore

simetrigidir.



yis oYX
— | y=Arcsinx .~
2

)
\J

(ORI

e

2) Arccosx fonksiyonu

Kosiniis fonksiyonu, /IR — [— 1,1] orten fakat birebir olmayan bir fonksiyondur.
Bu fonksiyonun tanim araligini [0, 7z] alirsak, birebir ve orten olur.

f:o.z]=>[-11] f(x) = cos x fonksiyonunun ters fonksiyonu

F M x)=cos ! xveya f~ Yx) = Arccos ™' x seklinde gosterilir.

Arccos :[ 1,1] — [O, ]dir. y=f(x)=cosx < x=f 1(x) < x=Arccosy
Ters fonksiyonda x ile y yer degistirirse y = Arc cos xolur.
Arccosx fonksiyonun grafigi:

y = Arccos x Yy

Arccosx fonksiyonunun grafigi y = cos x fonksiyonunun y = x dogrusuna gore
simetrigidir.
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3) Arctanx fonksiyonu

Tanjant fonksiyonunun tanim kiimesini IR — {72[+k7r,keZ } ve deger kiimesini , R alirsak bu

9

fonksiyon birebir ve 6rten olmaz. Bu fonksiyonun tanim araligini (—72[ ﬂj alirsak, birebir ve
orten olur.
f: (—Z,Zj — IR, f(x)=tan x fonksiyonunun ters fonksiyonu f T =tan'x veya
f ~1(x) = Arc tan x seklinde gosterilir.
Arctan: IR — (—ﬂ,ﬁj dir.
22

y=f(x)=tanx<:>x=f_1(y)=tan_1y & x = Arctan y

Ters fonksiyonda x ile y yer degistirirse, y = Arc tan x olur.

y=tan x
Y

2 ////

x _T T

2 2

O X

i
2

Arctanjant fonksiyonun grafigi tanjant fonksiyonunun grafiginin y = x dogrusuna gore
simetrigidir.
4) Arccotanx fonksiyonu : Kotanjant fonksiyonunun bire bir ve 6rten oldugu araliklardan

biri (0,7) arahgidir. Bunedenle, f:(0,7)— IR, f(x) = cot x fonksiyonun ters fonksiyonu;

f_l(x) —cot ! x veya f_l(x) = Arccotx= Arccot: IR —» (O,ﬂ)dir.

1

y:f(x)=cotx<:>x=f_1(y)=cot_ y < x = Arccoty

Ters fonksiyonda x ile y yer degistirirse, y = Arc cot x olur. Arccotanjant fonksiyonun grafigi:



y

T

)EArcch

N

=cot X
Y y

y=x

Arccotanjant fonksiyonun grafigi cotanjant grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigidir.

Ornekler:

1) Asagidaki degerleri bulunuz.

a) Arc sin[—f} b) Arc cos[;j ¢) Arc tan (—1) d) Arc cot(—\/§ )

Coziim: a) Arcsin —Q, =xs —Q =sin x
2 2
{—72[,721 araliginda bulunan ve sintisti (— \/EJ ’den aginin Sl¢iisti (—Zj “dir. x = _%

olur. Yani, Arc sm{_\f,j = _%

b) Arc cos(lj =x& 1 = COSX
2 2

[0,7] araliginda bulunan ve kosiniisii (;) olan aginin dlgiisii (Zj tiir.

T

T 1
x =—yani, Arccos| — |=
3 (2) 3

c) Arc tan(—l) =x<& —l=tanx
(— %, %j araliginda bulunan ve tanjanti (—1) olan aginin 61@1"151'1(—2) “diir. x = (—Zj
yani Arc tan(—l) = —%
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d) Arc cot(—\/g ) =x& (—\/§ ) =cotx= (0,72') araliginda bulunan ve kotanjanti — V3 olan

aginin olgiisi (57[} “dir. x = [5”) yani Arc cot(—\/g ): ST
6 6 6
2) Arc tan(i} = x ise sin x + cos x ifadesinin esitini bulunuz.

Coziim: Arc tan(i} =x=tanx = i oldugundan istenenler hesaplanirsa;

+— =— bulunur.

. 4 .
smx:g,cosx:g =>sin x+cosx =

W | W
NN
(NN

3) Arctan3+ Arc cot(;j toplaminin degerini bulunuz.
Coziim: Arctan3=qa < tana =3
1 1
Arccot 5 =f < cotf= 5 S tan f=2

" tana+tan 3+2
Buna gore; tan(a+ﬂ): 1—(tana tanﬁﬂ) = 1_(3 2) =-1

a+pf= ?’Z . O halde Arctan3+Arccot(;j =a+pf= 3;[ tur.

4) sin(2Arctg7) = ?

Coziim:
sin(2Arctg7) = sin 2x
Arce = x sin 2x = 2sin7x cos;; /50
;giAtg(tgﬂ =(gx =>sin2x =2- E . E = 7
sin(2Arctg7) = 215 VAN
1

5 A= sin(Arc sin g + arccos%j =>A="?



Coziim: sin(x + y) = sin X.cos y + cos X.sin y

Sinmrcsingzsmx

Sin(x+y)=

A W N

10

11.

12.
13.
14.
15.

| W

3.8 415
><—+§><—

- Sin(x +
7T Sty

ALISTIRMALAR

. 72 derece kag grad’dir?
. 16 grad kag radyandir?
. —1320 derecenin esas Olg¢iisii nedir?

. =900 grad’1n esas 0Ol¢lisii ka¢ radyandir?

. 45?” radyanin esas Ol¢iisii kag radyandir?

. f(x)=(7+cosx)(13-cosx) ise f(x)’in en kii¢iik degeri nedir?

cosec’x —cot g°X ’in esitini bulunuz.
cos 2760 neye esittir?
cotg 13420 neye esittir?

cos 15 neye esittir?

85

dd radyaninin esas 0Ol¢iisii kag grad’dir?

tg X-cotg X=5 ise tg’x.cotg’x neye esittir.

113

=Sinx ve CosxArccos% =Cosy

_24+60 84

85

15

. 4cosxz +3sin 37” — 5 ifadesinin sayisal degeri nedir?

. f(x)=cotg x fonksiyonunun tanim ciimlesi nedir?

. f(x)=(5-sinx)(8+sinx) ise f(x)’in en biiyiik degeri nedir?

8
—=Cos
17 Y

17




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

3s.

. 1. ) )
cosx—sin x = g ise sin 2x nedir?

. X x 2. ) .
sin — 4+ cos— = —1ise sin x nedir?
2 2 3

cos 83=t ise sin 14 nedir?

1
sin1l0 cosl0

neye esittir?

. 1. . )
sin 2x = 5 isesin® x + cos* x nedir?

sin 2x

neye esittir?
2cos” x

cos 50 =m ise cos 70 . sin 20 nedir?
sin® x —cos* x neye esittir?
cos®15 —sin’ 15 in sayisal degeri nedir?

cos 50=k ise cos 80 nedir?
V4 e
cos T neye esittir?

cosl5—sinl5 . o )
————— ’in sayisal degeri nedir?
cosl5+sinl5

f(x)=tg x-1 ise f(x)’in grafigini ¢iziniz.

f(x)=3sin x+2 ise f(x) in grafigini ¢iziniz.

f(x)= - cos 4x ise f(x) in grafigini ¢iziniz.

f(x)=cos 3x+2 ise f(x) in grafigini ¢iziniz.

sin” x —sin x — 6 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesi nedir?
cos 2x=1 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

[O, 27[] arasinda sin 8x +sin 2x = 2sin 5x denkleminin ¢dziim kiimesi nedir?

[0, 360]arasmda 1g°x— (\/5 + l)tg x++/3 =0 denkleminin ¢Ozlim kiimesi nedir?



