19. BOLUM

DiZIiLER VE SERILER

19.1.Dizinin Tanimi

A # @ olmak iizere, f: N*=> A seklinde tanimli fonksiyona dizi denir. f (n) = anifadesine,
dizinin genel terimi veya n . terimi denir. A =R ise, diziye reel sayi dizisi denir. O halde,
tamim kiimesi pozitif tamsayilar (sayma sayilari) olan her fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore adlandirilir.Bir reel say1 dizisi,

f={(1, a1), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ... } bigiminde veya(an) = (a1 a2, as,......,an) seklinde
gosterilir. (an) seklindeki gosteriliste her terim siralidir, elemanlarin yerleri degistirilemez.
Burada,

f(1) = aj: dizinin birinci terimi,
f(2) = a: dizinin ikinci terimi,
f(3) = as: dizinin t¢iincii terimi,

f(n) = an: dizinin n. terimi veya genel terimidir.
19.1.0rnek: f: N+ 2R; f (n) = n” fonksiyonu,

(D), £2) e, ,f(@),..... ) =(1,4,9,... .n?dizisini belirtir. Bu dizide genel

terim n’, yani diziyi belirten fonksiyondur.

19.2.Dizilerde islemler

(an) ve (bn) birer reel say1 dizisi ve k bir reel say1 olsun.

1. (an) ve (by) dizilerinin toplam1 veya farki:

(an)x(bn) = (anxbn)dir.

2. k reel sayist ile (an) dizisinin ¢arpimi:

k.(an)=(Kk.an)dir.

3.(an) ve (by) dizilerinin ¢arpimi: (an).(bn) = (an. bn)dir.

4.(an) dizisinin (bp) dizisine bolimii:

Vn e N* igin by# 0 olmak iizere,
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19.3.Dizi Cesitleri

19.3.1.Sabit Dizi

¢ €ER, n € N* i¢in an = ¢ ise, (an) = (¢,c,c,c,...) dizisine sabit dizi denir. Yani biitiin elemanlari
birbirine esit olan diziye sabit dizi denir.

19.3.2.Esit Dizi

(an) = (by) birer dizi olsun.

Vn EN* i¢in a, = by ise (an) ve (bn) dizilerine esit diziler denir. (an) = (bn) bigiminde gosterilir.
19.3.3.Sonlu Dizi

ke N*, B = {1,2,3,...... ,k} ve BC N* olsun, f: B 2R fonksiyonuna veya bu fonksiyonun
goriintii kiimesindeki sayilarin (f(1), £(2), f(3),..., f(k)) siralanisina k terimli sonlu dizi denir.
19.3.4.Alt Dizi

Vne N* igin, ka€N* vel << ko< k3< ... < Kn< kn41 olmak lizere, (an) dizisinden n yerine ka
yazilarak elde edilen (ax ) dizisine, (an,) dizisinin alt dizisi denir. (ax) C (a,) bi¢ciminde
gosterilir.

1.Her dizi kendisinin alt dizisidir, (a,) € (an)

2. (ay) alt dizisinin biitiin terimleri, (as ) dizisinin bir terimidir.

19.3.5.Monoton Diziler

Bir (an) dizisinde VnEN™ i¢in,

1. an< aps1e (an) monoton artandir.

2. ap> ans1 , © (an) monoton azalandir.

3. a,< ap 1 (an) azalmayandir.

4. a,> aps1< (an) artmayandir.

5. an = ap1< (an ) sabit dizidir.

Boyle artan ya da azalan dizilere monoton diziler denir.

19.3.5.1.Monotonlugun Bulunmasi

Bir (an) dizisinin monotonlugu arastirilirken;

1. Dizinin terimleri,

(an) = (a1,22,a3 ....an,...)bigiminde yazilarak monotonlugu incelenebilir.

2.  A(n) = an+1- anfarki bulunur.

Vn € N* igin A(n) > O ise dizi monoton artan, A(n) < O ise dizi monoton azalan, A(n) = O ise
dizi sabit dizidir.

3. (an) pozitif terimli bir dizi olmak iizere,
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B(n)=azﬁoran1 bulunur. Vn € N* i¢in;
B(n) > 1 ise dizi monoton artan,
B(n)< 1 ise dizi monoton azalan,
B(n) = 1 ise dizi sabit dizidir.
Bir (an)=( %) dizisinin monotonlugu arastirilirken;
(ab,c,deR)
1. Paydanin kokii —% > 1 ise dizi ne artan nede azalandir. Dizi monoton degildir.

2. Paydanin kékﬁ—% < 1 ise dizi monotondur.

I.ad - bc > O ise dizi monoton artan,

II.ad-bc < O ise dizi monoton azalan,

III.ad-bc = O ise dizi sabit dizidir.

19.4. Dizilerin Yakinsakhgi ve Iraksakhgi

19.4.1. Komsuluk Kavram

a €R ve >0 olmak lizere,

(a - &, a + ¢) acitk araligindaki biitiin reel sayilarin kiimesine a sayisimin ¢ (epsilon)
komsulugu denir. Bu komsuluk (K);

K = {x:|x -a|<g, x€R }seklinde tanimlanur.

K

a’nin € komsulugundaki noktalarin kiimesi;

K={x:|x-a|<ex€R }iken

a’nin ¢ komsulugu disindaki noktalarin kiimesi,

K'={x:|x-a]>¢x€ER} olur.

Buna gore, bir (as dizisinin kag teriminin a’nine komsulugu disinda oldugunu bulmak i¢in,
X = ap olacagindan;

|x-a|> €& =|an-a|> ¢ esitsizligini saglayan kag tane n sayma sayis1 oldugu bulunur.
19.4.2.Genisletilmis Reel Sayilar Kiimesinde Sonsuza Iraksama

Her reel sayidan kiigiik olarak diisiiniilen - o ve her reel sayidan biiyiik olarak diisiiniilen
+ oo 1ki ideal say1 olsun.

Reel sayilar kiimesine -0 ve +oo sembollerinin katilmasiyla elde edilen say1 kiimesine yani,

RU({-o0,+o0} = [-©,+ o] araligina genisletilmis reel sayilar kiimesi denir.
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19.4.3.Genisletilmis Reel Sayilar Kiimesindeki Islemler
1. Vn € R igin,
(+0) £ 2=+ 00, (- 0) + 2= -0
2. Vn €R igin, j—w =0
(+0) + (+0) =+ ©
(=o0) + (—o0) = —o0
(00)-(+00) = + 0
(—o0)(—0) = + 0
(00)-(-00) = -o0

(-00)*(+00) = - ©

© ©® N O UV W

Vn € N* igin, (+o0)" = + o

+o0, n cift ise

+ 101 - N—
10.VneN" igin, (-o0) {—oo, n tek ise

11.Vn€ N* igin, /400 = +o0
12.n eN*ve n tek say1=,3/—o0 = —oo

13. La€eR”’
a- (o) = oo ve ?:ioo
II.aeR
— —_ +oo —_
ar(Fo0) = foo ve —=Foo

19.4.4.Bir Dizinin Hemen Hemen Her Terimi

Bir (an) dizisinin sonlu sayidaki terimleri harig, geriye kalan sonsuz sayidaki terimlerine bu

dizinin hemen hemen her terimi denir.

19.4.5.Bir Dizinin Yakinsakhg, Iraksakhgi

(an) bir dizi, a segilmis bir say1 ve ¢ istenildigi kadar kiigiik segilebilen pozitif bir reel say1

olsun. Ve € N* i¢in (as) dizisinin hemen hemen her terimi a’nin € komsulugunda kaliyorsa

(an) dizisi a sayisina yakinsiyor denir.

(an) dizisi bir a sayisina yakinsiyorsa (an) dizisine yakinsak dizi, yakinsak olmayan dizilere

de wraksak dizi denir.
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19.5.Dizinin Limiti
Bir (an) dizisi, sabit bir a €R sayisina yakinsiyorsa, yani (a,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
hari¢ diger biitiin terimleri (hemen hemen her terimi) bir a reel sayisinin ekomsulugunda
bulunuyorsa a sayisina (an) dizisinin limiti denir, (a,) dizisinin limiti a ise, (an) = a veya
lim(an)=a veya rlll_r)rolO (ap) = abigimlerinden birisi ile gosterilir.
Yakinsak bir dizinin yakinsadig say1, bu dizinin limitidir.
19.5.1.Dizilerin Limiti ile ilgili Ozellikler
(an) ve (bn) yakinsak diziler olsun.
1. lim(c) =c
n-w
2. rllig}o(k' ap) =k- rlli_r)lc}o(an)
3. lim(ap £ by) = lim(a,) £ lim (by)
4. lim(a,.b,) = lim(a,). lim(b,)
n—0 - n—wm

dn rl11—r>lgo(an)

> iﬁ%(ﬂ):W

li apx"+ap_1 X" +--+asx+ag

— a olsun.
n—ow bmxm+bm_1xm‘1+---+b1X+b0)

m>n=>a=0

dn
m=n=-=a=—
bm

m<n = a = tw

veya

lim( apX"+ap_ x""1+-4a;x+ag )

apx™ . .. .
= lim (—/—) seklinde limit h lanabilir.
bmx™M+bpy_1 XM~ 14+ +bsx+bg (bmxm) 3¢ de thesaplanab

n—-oo n-—-»oo

7. lal<1 = rlli_r){)lo(a“) =0
a>1= rlli_r)glo(a“) = 4o
as<-1= 1111—1;?0 (a™)dizisinin limiti yoktur.
a>b olmak iizere;rlli_r)rolo( a"+b") = Illl_r&( a™)
8. Illl_r)glO f(n) =0
Illl—l;rolo g(n) = toove

lim[f(n) - g(n)] = aise

lim[1 + f(n)]8® = e?
n—-oo
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lim(1 + l)n =e
n—oo n
lim (1 + )K" = ek
n—oo n

k
lim (1 4+ ——)kn+p = eb
n—oo bn+c

9. lim[log(ay)] = log[lim (ay)]

10. limla,| = |lim (ap)
n—oo n—oo

11. lim[(ay)'] = lim[(ay)]"
n-ow n—oo

12. ¢ > 0 olmak tizere,

lim(c) = A @n) g,

n—oo
13. Vn e N*igina, # 0 ve lim(a,)=0 ise,

_sin(ap) an
lim ( ) = lim (sin(an)

n—-oo an - n—-oo
tan(a a
lim @) =lim( - )=1
n-o\  ap n—o \tan(a,)
. (sin(ay) . (tan(a,)
lim = lim | — =1
n-o \tan(a,)/ n-w»\sin(a,)

. a1+a2+a3+"'+an
lim =L

n—oo n

)=1

14. lim(a,) = Lise,
n—-oo

15. a > Oigin,

lim (\/ an? + bn + c) = lim <(\/5)(n + 2%))

n—-»oo

a > 1ve n — ocoolmak lizere,

~ /n! o an
lim (35 = ¢ AT
n? a"
i (55) = 0 wnG) =0

sin
nm< <a“>) ~0  lim (”) —0
n—oo an n—oo an

Sonu¢: n - +oo icin;Biiylikten kiigiige dogru siralanmis bigimi;
n", n!,a", n? an, sin(an) veya cos(an) olan fonksiyonlarin toplamindan (veya farkindan)

meydana gelmis olan bir dizinin limiti hesaplanirken, bu ifadelerden en biiyiik olaninin
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yaninda digerlerinin hepsi ihmal edilebilir.(ks) artan bir pozitif tam say1 dizisi olmak {izere,
bir (an) dizisi L sayisina yakinsiyorsa, (ay ) alt dizisi de L ye yakinsar.
19.6.Smirh Diziler
Bir (an) dizisinde;
1. Vn ENT i¢in m < a, olacak bi¢gimde bir m € R varsa; (an) dizisine alttan simirh dizi, m ye
bir alt sinir, alt simirlarin en biiyiigiine de en biiyiik alt sitmir (EBAS) denir.
2. Vn EN* i¢in an,< M olacak bi¢cimde bir M € R varsa; (a,) dizisine iistten sirh dizi,
m’ye bir iist sinir, iist stmirlarin en kiiciigiine de en kiigiik iist simr (EKUS) denir.

3. Alttan ve tistten siirl bir diziye simirh dizi denir.
19.6.1.Smirh Dizinin Ozellikleri
1. Yakinsak her dizi smirlidir. Bu ifadenin karsitt dogru olmayabilir. (Sinirhi olup yakinsak
olmayan dizi olabilir.)
2. Monoton ve yakinsak bir dizinin ilk terimi ile limitinden biiyiik olan1 EKUS, kiigiik olan
EBAS’ tir.
3. EKUS ve EBAS dizinin eleman1 olmayabilir.
4. EKUS dizinin eleman ise, bu elemana dizinin en biiyiik elemani denir.
5. EBAS dizinin elemani ise, bu elemana dizinin en kii¢iik elemani denir.
19.7.0zel Diziler
19.7.1.Aritmetik Dizi
Ardisik iki terimi arasindaki fark sabit olan dizilere aritmetik dizi denir.
Buna gore, Vn EN*ve dER olmak iizere an+i- a,= d esitligini saglayan (a,) dizisi bir
aritmetik dizidir. d sayisina dizinin ortak farki denir.

a=ai+d

az=a+d

as= az+d

an+1= an+d
Aritmetik dizinin genel terimi;

ap=ar + (n- 1)d’dir.
19.7.1.1.Aritmetik Dizinin Ozellikleri
¢ p <n olmak iizere, bir aritmetik dizinin genel terimi;
3 .

an = ap + (n - p)d ve ortak farki; d :aET dir.
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d > 0O ise dizi artan,

d < O ise dizi azalan ve d = 0 ise dizi sabit dizidir.

Benzer sekilde bir aritmetik dizinin herhangi iki terimi apve ax arasinda, ap - ax= (p - k).d

bagintis1 vardir.

e Bir aritmetik dizide her terim kendisinden esit uzaklikta bulunan terimlerin aritmetik
ortalamasidir. Vn € Nt ve k < nicin;

_ an-k T an+k
mETT

e Sonlu bir aritmetik dizide, bastan ve sondan esit uzaklikta bulunan terimler toplami

(k€ N,n > 1)

birbirine esittir.
Sonlu bir aritmetik dizi (an,) = (a1, az,as, ... , ap) olsun,
aj+an=az+an.1=....=ap+anp+1 olur.
e ave b arasina bir aritmetik dizi olusturacak bi¢cimde, n tane say1 yerlestirilirse elde edilen n

+ 2 terimli aritmetik dizinin ortak farki;

b-a
d = — olur.
n+1

e Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami, S, ile gosterilirse,

n
Sp = E[Zal + (n —1)d]

veya S, = g(al +a,) dir.
19.7.2.Geometrik Dizi

Ardisik terimlerinin orani sabit olan dizilere geometrik dizi denir.

a
vn € N7 igin, =%
a

=r(a, #0)

n
olan diziler, geometrik dizidir, r sayisina ortak carpan denir.
a=ar
az=ay.r=ap. r’
a=az.r=a.r
Genel terimi; an= a1 . r™! dir.
Ayrica genel terimi an= an-p . r? gseklinde de yazilabilir.
19.7.2.1.Geometrik Dizinin Ozellikleri
. Bir (an) dizisi geometrik dizi ise:

1.Bir geometrik dizide, iki terim ax ve a, ise bu dizinin ortak ¢arpani p >k i¢in;
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p-k|a
r= /—p dir.
ag

Benzer sekilde, ap=ax.rP* dur.
o vn,k € N*icin,
aj = ap_i - a4k Veya
20l = Vanc ansx (1 <k<n)
Herhangi bir terim, kendisinden esit uzakliktaki terimlerin geometrik ortalamasidir.
o Sonlu bir geometrik dizide bastan ve sondan esit uzakliktaki terimlerin ¢arpimlari
birbirine esittir.
(an) geometrik dizi olsun. O halde,
al- ap = a2° ap-1 = a3° ap2 = .... seklindedir.

o Bir geometrik dizide ilk n terim ¢arpimi,

Th= ar:az:az: ...;a, veya Tnz\/(al. az.as.....ay)? dir.
e a >b olmak iizere, a ve b pozitif reel sayilar1 arasina geometrik dizi olusturacak sekilde n

tane terim yerlestirilirse, olusan n + 2 terimi i geometrik dizinin ortak ¢arpant,

r_m\/g
- b

e Ortak carpani r olan (an) geometrik dizisinin ilk n teriminin toplami S, ise,

1-r?

1-r

Sh=a;- (r # 1)dir.

19.8. Seriler

Matematikgiler Arsimed’ten (M.O. 287 — M.0.212) bu yana hesaplamalar igin serileri
kullanmislardir. Ancak 19. ylizyilin sonlarina kadar serilerin nasil dogru bir sekilde
yonetilecegi hakkinda fikirleri oldukga azdir. Bu durum Norvecli matematik¢i Niels Abel’in
(1802 - 1829) asagidaki sozlerinden de anlasilmaktadir:

“Eger ¢ok basit durumlar1 ihmal ederseniz, matematik bir tekil sonsuz seriden ibaret degil,
titizlikle tespit edilen biitlin serilerin toplamidir. Diger bir deyisle, matematigin en 6nemli
parcalar1 bir temel olmadan ayakta durmaktadir.

Iraksak seriler bir seytan icadidir ve herhangi bir ispati onlara dayandirmak utang verici bir
durumdur. Bir kisi bu serileri kullanarak sonucu kendi istedigi yone ¢ekebilir. Bu yiizden bu
seriler cok sayida safsata ve paradoks iiretebilir.......

Glinlimiizde serilerin anlagilmasi ve kullanilmast ¢ok daha olumlu bir algi ile
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karsilanmaktadir.

19.8.1.Tanim:(a,) = (a1,a, as, ... ,an) dizisi verildiginde,

ar + a2 + as + ... + an +... sonsuz toplamina seri denir .Seriler }5_; a, bi¢iminde gosterilir. Bu
notasyon ilk olarak Isvicreli matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan
kullanilmistir. Burada, a, serinin genel terimidir.

(an) = (a1,a2, as, ... ,an) dizisinin ilk n teriminin toplami;

Si=a;

So- aj+az

Si-ai+ax+as

Sn-ai+ax+as... +an= Yp=qax olsun.S, sayisina Ya_;a, serisinin n. kismi toplami

denir.(Sm=(ai, ai+as, aj+ax+as,...., ar+a+ ast...andizisine de };_;a, serisinin Kkismi
toplamlar dizisi denir.));_; a,, serisinin kismi toplamlar dizisi (Sn) olsun.

1. (Sn) dizisi yakinsak ise, Y ;n—; ap, serisi yakinsak seri;

2. (Sn) dizisi 1raksak ise, Y, n_, a, serisi iraksak seridir.

19.8.2.Yakinsak Bir Serinin Degeri

Y1 an= S yakinsak serisinde, S=a; +a> + a3 + ... + an + ...
lim (a; +a; +az+...+a,) = lim (S,) olur.
n—-oo n—oo

S=)r_,a,=lim (S,)" dir.

n—oo
an serisi yakinsak bir seri ise, serinin degeri (toplami), kismi toplamlar dizisinin limitine
esittir. Serinin bu S degerini bulmak yakinsak serilerde miimkiindiir.
Y=y apserisi yakinsak ise, lim (a,) =0 olur.
n—oo

.. 1
Ornek.19.1: Genel terimi a, = ——————— olan serinin toplamini bulunuz.

nn+)(n+2)

Coziim.19.1: Serinin yaklagik degerini degil, ger¢ek degerini bulacagiz. Genel terimden,

n=1,2,... koyarak;S§, =L+L+...+;
123 234 n(n+1)(n+2)

Yazilabilir. Fakat ;a, = ! = 1 1 1
nn+Dh(n+2) 2| nn+l) (m+Dn+2)
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oldugu dikkate alinirsa kismi toplam (sagdaki ifadede n=1,2,... koyarak)

1[1 1]1[1 1] 1( 1 1 ]
S=—|— —|+=|=—= —|+t=
2012 23) 2\23 34 2\ n(n+l) (n+1)(n+2)

olur. Her bir parantezli ifadede bulunan ikinci terim, sonra gelen parantezli ifadenin ilk

terimiyle ayni1 ve zit isaretli oldugundan;

gyt
" 202 (n+D(n+2)

yazilabilir. Bunun limiti bize serinin toplamini verir:

S=limS, —lim~|1-— 1 |_1/4
oo " 22| 2 (n+1)(n+2)

Ornek.19.2: Kismi toplami1 S, = olan seriyi bulunuz.

2n+1

Coziim.19.2: Kismi toplam1 yazalim:

S =a+a,+..+a, _, +a,

a, ,’e kadar olan toplama S, , dersek buradan;

n—1
an = Sn - Snfl
yazilabilir. Verilen S, ifadesinden S, ,’i bulmak i¢in bu ifadede n yerine n—1 konur:

n—1 n—1

T 2(n—1)+1 2n—-1

Bunlan a, ifadesinde yerlerine koyalim:

n

n n—1 1
a = — =
" 2n+l1 2n-1 4n*-1
1
Su halde aranan seri; Z yWE olur. Bdylece seriyi bulmus olduk. Serinin toplami, S, kismi
=1 N —

=1/2

toplamindan bulunur. § =limS, =lim
n—o n—-o 2n+1

Ornek.19.3: S, =n”/(n” +1) olan seriyi ve toplamini bulunuz.

Coziim.19.3: Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi hareket edecegiz:

2

n n*—2n+1 2n—1
an:Sn_Sn—l = 2 - 2 = 2 2
n+l n-2n+2 @m +D)(n —2n+2)
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Su halde aranan seri ; Z 2n-1 olur. Serinin toplami sudur:
S’ +1)(n° -2n+2)

Ornek.19.4; 1 + 1 4 1 1

+...= Z— serisinin toplamini bulunuz.
1.3 35 5.7 = (2n-1)2n+1)

Coziim.19.4: Genel terimi asagidaki sekilde yazip S, kismi toplaminmi basit kesirler

yontemiyle bulalim:

L= 1 _l( 11
" 2n-D2n+1) 2\ 2n-1 2n+l

S =a+a,+..+a,

1/1 1 1/1 1 1 1 1
=—|-—=|+=| === |+.. 4= -

281 3) 2\3 5 2\2n—-1 2n+1

11 1 1 1 1 1 1 1
S S - =—|1-

2\1 3 3 5 2n—1 2n+1 2 2n+1

1,
5
S=IlimS, =lim— ( j =— Goriiliiyor ki seri yakinsak ve toplami 1/2 olarak bulunur.

n—o n—w

2n+1
19.9.Serilerin Yakinsaklik Testleri

Serilerin yakinsakligi serideki sonsuz terimin toplaminin ne oldugu ,seri terimlerinin isareti,
serinin artan veya azalan bir yapida olmasi ve serinin literatiirde bilinen hangi karakteristik
seriye (Harmonik, teleskobik, Riemann vb.) benzedigi ile ilgilidir. Bu nedenle bir serinin
yakinsaklig1 i¢in ¢ok sayida test vardir. Bazen tek bir test ile serinin yakinsakligi belirlenirken
bazen de birden fazla test ile serinin yakinsaklig1 veya iraksakligi ortaya konulur.
19.9.1.Limit Testi

Teorem.19.1: Eger Y;_; a, serisi yakinsak ise , lim (a,) = 0 dur,
n—oo

Ispat.19.1:Eger Y*_, a, serisi yakinsak ise , serinin S,, kismi toplamlar dizisi igin

limS,, =S ve 11m Sn+1 S yazariz. O halde,

n—oo

nt1 = 1M (Spyq —5,)=8-S=0

olur ki bu durum };;_,a, serisinin yakinsamasi halinde , lima, = 0 olmas1 demektir.
n—oo
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Not Bu teoremin tersi dogru degildir. Eger r111_r>r01O ap, =0 ise ,) ayserisine yakinsak diyemeyiz.
Yakinsak veya iraksak olabilir. Yani verilmig bir seri i¢in , r111_)rr01O a, = 0 olmas1 , bizi bir sonuca
gétﬁrmez.(jmegin

= 17 2 ve Y1 = — serilerinin her ikisinin de genel terimi n — oo halinde sifirdir.Fakat ,

ileride gosterilecegi iizere, ilk seri harmonik seri olup 1raksak ve ikinci seri p-serisi olup
yakinsaktir.

Asagidaki teorem, bir dnceki teoremin ¢ok 6nemli bir sonucudur. Pratikte, bir serinin
karakterini belirlerken, ilk olarak bu teoreme bakariz.
19.9.2. Iraksaklik Testi

Teorem.19.2:Eger lim nay # 0 (veya o) ise Yx=; ax serisi iraksaktir.
Ornek.19.5:3 5 1 ser1s1 yakinsak midir?

Coziim.19.5: Gergekten, serinin genel terimi a, = ﬁ olup,
3n+4 3
= F 0 olup verilen seri, Teorem 19.2. geregince raksaktir.

lima, = hm

n-oo k—oo 51

Ornek.19.6: Zf(o=1[v 3n+2— VZn] serisi yakinsak midir?

Co6ziim.19.6: Gergekten, serinin genel terimi a, =v3n + 2 — +v2n olup,
lima, = llm [\/Bn + 2 VZn] 00 — o]

n—-oo

(3n+2)—2n . n+2 . Vn (1+(2/n))

= lim e e T e e T T
olup verilen seri, Teorem 19.2. geregince Yi_,[v3n + 2 — v2n] serisi raksaktur.

; 2_
Ornek.19.7: }'\0_; 22—;1 serisi yakinsak midir?

n2— 4 /n2
6ziim.19.7: lim a, = lim 22 = im 222~ — 1 %0
C n

n—oo n—oo n2+1 n—oo 1+1/n

1 ..
serisi iraksaktir.

2_
oldugundan Teorem 19.2. geregince; X5y ——

Ornek.19.8: Y%, (—1)"2/Mserisi yakinsak midir?

Coziim.19.8: lim 2/ = 2° = 1 oldugundan llm na, = llm( 1)"21/™ limiti yoktur.

n—»>oo

Boylece, Teorem 19.2. geregince' > (—1)"2Y/7 serisi iraksaktir.

Ornek.19.9: Y%, s —— serisi yakinsak midir?

Co6ziim.19.9: hm na, = lim S lim G/ _ ooolur.{lim G)n = 0 andlim (E)n = oo}

n—oo 304471 n-oo (3/4)"+1 n—-oo n—oo
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[ee] Sn
Bo lece,z serisi 1raksaklik testine gore iraksaktir.
Y 30447 &
n=

19.9.3.Teleskopik Toplam
Bazi toplamlar, farklarin toplanmasi ile olusturulur. Boyle bir toplama, teleskopik toplam
diyoruz. Ornegin, by, by,b, , .....b, , (n+1) tane say1 ve k = 1,2,....n igin ay = by, - by_ise,
Yk=1a= (by - bo)+(b - by)+...+(by—1 - by_2)+(by - by—1) =(by - by) olur.

Bazen verilmis bir serinin toplamini bulmaya c¢alisirken, serinin kismi toplamini bir
teleskopik toplam seklinde yazarak sonuca gidebiliriz.
(")rnek.19.10:Z‘ff=0Wlk+2 = 1 oldugunu gosteriniz.

1 1 1

- 1 9 . . , .
Cozum.19.10.k2Jr3k+2 = D0 " el Rz oldugundan basit kesirler yontemiyle,

o 1t 1t 1.
Sn = Xk=1 (k+1)(k+2) 1.2 tostaa ™ n(n+1)  (n+1)(n+2)

So ==+ G-+ - (B- )+ (- )

1 , . : 1 )
Sh=1- — bulunur.Buna gore , rlll_r)lc}osn = lim (1 - n—+2) = lolup;

n-—-oo

1 1

1

Yk=0 rakez 1 elde edilir.

Bu tip seriler, teleskopik serilerdir. Teleskopik serilerde dikkatli olmak gerekir. Zira, her
zaman birbirini gotiiren terimler ardisik olarak gelmeyebilir. Bir serinin genel terimini basit

kesirlere ayirmak da, serinin teleskopik olmasini gerektirmez. Ornegin,

w  3K+D) 11 : e
Ykt DD =41 (—2k+1 + k+2) =serisi, bir teleskopik seri degildir.

2
kZz-1

Ornek.19.11:Y7_, ( ) = %oldugunu gosteriniz.

2 2 2 oldugundan,

- - =2 _
Cozim.19.11:— = DtD) k-1 kt1

2

_yn _2 _2 ,2 , 2 2 2
Sn = Xk=2 k2-1 1.3 + 2.4 + 3.5 Tt

(n-2)n  (n-1)(n+1)

toplamu basit kesirler yontemiyle;

So=(=3)+ G+ GG + () oturve

1 1 1 .
Sp =1 + - —=———Dbulunur. Buna gore,
2 n n+l
3 01 1 3 2 3
fim S, = lim (22— ) =2 oup, %, () =2 etkar
n—>ooSn n—ooo \2 n  n+l ; OWp Xi=2 k2-1 Z 1ka

Ornek.19.12:Y%_(—1)" serisi 1raksaktir.
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0, ntekise

o e . — 0 - n_
Coziim.19.12: S, = Y. ,(—1) —{ 1, nciftise

olup, lim S, limiti mevcut degildir yani Yo ,(—1)™ serisi iraksaktir.
n—oo

19.9.4. Integral Testi

Teorem.19.3.(Integral Testi) f, [1,00) araliginda siirekli, azalan ve pozitif degerli bir
fonksiyon olsun. Eger her k >1 tam sayis1 i¢in ay = f (k) ise,

Y, f(K) serisi ve [ 100 f(x) dx improper (has olmayan) integrali her ikisi birden ya yakinsar ya
da wraksar [Yani serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart, improper integralin yakinsak
olmasidir].

1. Not Improper integralin belli bir deger ¢ikmasi, serinin toplammin o deger olacag

anlamina gelmez. Yapilan is, sadece serinin karakterini belirlemekten ibarettir.

Ornek.19.13:3_, m serisi yakinsaktir.

Coziim.19.13:f(x ) = fonksiyonu, [1,00) araliginda siirekli ve pozitif degerlidir.

x(1+1n2x)
Ustelik, x biiyiidiik¢e, fonksiyonun paydasi da biiyiimektedir. O nedenle fonksiyon, azalandir.
Simdi,

o dx . b dx . _ - e e e
f. \ xamng gl_glo f. | XTnng (u=Inx ise du = dx/xdegisken doniisiimiinden)
IRT Inb du .. Inb _ 1; x=b
_%1_)1{)10 fo —(1+u2)_g1_§£10 [arctan (u]g = _l)lor;n[arctan (Inx)]3XZ7

=gim [arctan (Inb) — arctan (In1)] = g
olup, improper integral yakinsaktir ve dolayisiyla Yy, m serisi yakinsaktir.

Ornek.19.14:37, #m serisi yakinsak midir?

Coziim.19.14:Gergekten, f(x) = fonksiyonu, [2, o) araliginda siirekli ve pozitif

1
XVx2—1
degerlidir.Ustelik , x>2 i¢in

_[mﬂ x ] ,
! — Vx2-1 _ 2x4-1 - .
f'(x) = 201 = R <0 oldugundan, f fonksiyonu
azalandir.Simdi, x = sec t donilisiimii yapilirse, dx = secttant dt olup,
dx secttantdt
= = |dt=t+C
xVx? —1 sectvVsec’t—1

bulunur. O halde foo < im [arcsecx]P_, = arcsecb —arcsec2 == —Z =1

) 772 xVx2-1 pSoo X=2 2 3 6

olup, improper integral yakinsaktir ve dolayisiyla verilen seri yakinsar.
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Ornek. 19.15: 3%, m/% serisi yakinsak midir?

Coziim.19.15: f(x) = alalim. f(x), [2,00) araliginda pozitif,siirekli ve azalan bir

1
xvInx

fonksiyon oldugundan bu aralikta integral testini uygulariz. u = In x ise du = dx/x olur. Bu

doniisiimii integralde yerine yazarsak;

[—=dx = [u2du= 2u/2+c=2VInx+c elde edilir.[2, ©) aralig1 igin;

xVinx

®  dx todx
J. = lim = lim[Z lnxz =tlim(2\/ln —2\/1n2)=oo
2 —00

xVinx n~e ), xi/lnx o

bulunur. Buna gore; serisi integral testine gore 1raksaktir.

Sy ——
n=2 1VInn

Teorem.19.4: Zan serisi verilsin. Farz edelim ki limn”a, = A olsun. Bu durumda;

n—0

a) p>1ve A sonluise Zun serisi yakinsar,

b) p<1ve A#0 ise raksar (A sonsuz olabilir).

Ornek.19.16.
1) z 5 :1 1 serisini ele alalim. lim n2.53L4 =1/5 oldugundan Teorem 19.4
n’+ noo o Spd 4
eregince serisi yakinsar.
getes Z 5n° +4 y
Lnn C . 13 Lnn . n'>.Lnn
Z—US serisini ele alalim. limn o7 = lim— oy =0
(n+1) n—>o0 (n+1) n>o ' (1+1/ n)

. L .
oldugundan Teorem 19.4. geregince Z% serisi 1raksaktir.
n+

19.9.5. Riemann(veya p) Serisi: Lp serisine Riemann Serisi denir.Bu seride;
n
a) p>1 ise seri yakinsak;
b) p<1 ise seri raksaktir.
Riemann (veya p) Serisi ile ilgili 6rnekler diger testler i¢in yapilacak drneklerin ¢oziimiinde
kullanildigindan burada tek basina verilmeyecektir.
19.9.6.Karsilastirma Testleri
Karsilastirma Testleri Direkt Karsilastirma Testi ve Limit Karsilastirma Testi olarak ikiye
ayrilir. Bunlarin tanimlar1 ve 6rnekleri asagida tanimlanmistir.

19.9.6.1. Direkt Karsilastirma Testi
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Y. 4y ve X by pozitif terimli iki seri olsun.
Oyle birno€IN bulunsun ki n > no degerleri i¢ina, < byolsun.Bu takdirde;
i) X by, serisi yakinsaksa ) a,, serisi de yakinsaktir.
i)Y, a,serisi wraksaksa ); b, serisi de raksaktir.

Ornek.19.17:3%_, ﬁ serisi yakinsak midir?

o 1 1 s
Co6ziim.19.17: n > 1 i¢in <z esitsizligi gecerlidir. Diger taraftan;

nZ+n

Yneq n—lz bir p-serisidir ve p=2>1 olup yakinsaktir. Karsilastirma testine gore;

1

co P

—1 5 _—Se€erisl yaklnsaktlr.
Zn_l 2

Ornek.19.18: z serisi yakinsak midir?

3" +n
Coziim.19.18: Gergekten, her n > 0 i¢in; 3"<3"™n oldugundan;

1
3"+n

< 7 esitsizligi saglanir. Dolayisiyla verilen seriyi, ~ —serisi ile karsilastirabiliriz.
n=0

<l
Z 3_n serisi bir geometrik seri olup, a =1 ve r=1/3 < 1 oldugundan yakinsaktir ve toplami:
n=0

0

1
O halde, ) T
n

n=0

serisi karsilastirma testine gore yakinsaktir.

[ee)

Ornek.19.19:
,Z;' (k+1)°

serisi yakinsak midir?

Coziim.19.19: k>1 =k <k+1 =K< (k+1’=> 1 ___ 1 oldugu agiktir.
(k+1) k

@ 0 1
Z% serisi bir p-serisi olup, p = 3 > 1 oldugundan yakinsaktir. Dolayisiyla Z *+1)’ serisi
k=0

n=1

karsilastirma testine gore yakinsaktir.

0 2

Ornek.19.20: Z 2n g serisinin karakterini belirleyelim.
n=l1 n +
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Co6ziim.19.20: Genel terimin pay ve paydasinda bulunan -3 ve 9 rakamlarinin bir 6nemi

yoktur. O nedenle, karsilastirilacak serinin genel teriminin ne olduguna karar vermek icin, pay

2

ve paydada bulunan n’ ve n* terimlerini karsilastirabiliriz:

n’ 1 n“-3 n*’-3 1 3 . o
= oldugundan; < = — — seklinde yazilabilir.
2n*  2n? 8 2n*+9  2n* 2n* n* Y
Her n > 1 icin 2n*< 2n*+9 olu ! < elde edilir. Buna gore; hem lii ve hem
= P o 19 2 - DA BOTS, 2=

de —3.2—4serileri birer p-serisi olup, ilk seri, p =2 > 1 oldugundan ve ikinci seri de, p=4>1

n=1

n*-3

m*+9

oldugundan yakinsaktir. Dolayisiyla yakinsak iki serinin toplami yakinsak olup Z

n=1
serisi karsilagtirma testine gore yakinsaktir.
19.9.5.2. Limit-Karsilastirma Testi
Teorem.19.5.(Limit- Karsilastirma Testi)

Y. an ve X bupozitif terimli iki seri ve rlll_f)lgo z—n = L olsun. Bu takdirde;

(a) Eger L>0 ise };a,, ve ). b, serilerinin her ikisi birlikte yakinsar veya 1raksar.
(b) Eger L=0 ve ), b, serisi yakinsak ise , }; a,, serisi de yakinsaktir
(c) Eger ). b, serisi iraksak ve L = oo ise , }; a,, serisi de iraksaktir.

Ornek.19.21: ¥, tan (1/n) serisi yakinsak midir?

Coziim.19.21: Limit Karsilastirma Testini kullanmak i¢in a,, = tan (%) ve b, = % alalim.

Y an Y tan (1/n) (O) lup L'hosbital kuralndan li tan (1/n)
avwby, mow  1/n \p)OP T TOSPRATRIERGAN TETE T
sec’(1/n).(—-1/n%)
= lim —i/mD = llllinwsecz(l/n) =12 =1 > 0 bulunur.

(o] (o] 1
z b, = Z (—) harmonik seri olup raksaktir.
n=1 n=1 \1

Not: Harmonik seriler adin1 miizikal baglantilardan alir. {lk olarak Pisagor (M.O. 569-475)
tarafindan miiziksel uyum ile tamsayilar arasindaki karsilikli iliski kesfedilmistir. Jacob

Bernoulli (1654 — 1705) ise harmonik serilerin iraksak oldugunu ispatlamistir.

o)

Boylece, z a = Z tan (1/n) serisi de Limit Karsilastirma Testine gore 1iraksaktir.
n=1

n=1
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sin (1/n) .. 9
T serisi yakinsak midir?

Coziim. 19.22:Limit Karsilastirma Testini kullanmak i¢in;

sin (1/n
anp = ﬁ veb, = ——= alalim

Vn " nvn

Ornek.19.22: Y%,

a sin (1/n
lim — = lim ﬂ =1 > 0 bulunur.
n—-oo bn n—oo 1/n

oo

© © 1 1 . 3 5
zn:l b, = zn:l (WH) = z =72 p — serisiolup p = 5 > 1 oldugundan yakinsaktir.

n=1
.. . csin(l/n) o
Boylece, z an = Z T serisi Limit Karsilastirma Testine gore yakinsaktir.
n=1 n
n=1

Ornek.19.23:3%_; # serisi yakinsak midir?

Coziim.19.23: Gergekten, % = é ve Zf{;lﬁ serisi p=2>1 olan p-serisidir ve yakinsak

oldugundan, verilen seriyi bu seri ile mukayese edebiliriz. Simdi,

2
lim ( = n—) = 1 > Oolup, verilen seri yakinsaktir.

nooo \n3+1° 1

.. o 2n%+1 . .
Y. =————serisi raksaktir.
Ornek.19.24:Xn=1 35—

n? n? 1 w 1 ..
Coziim.19.24:35= 5= veYnq — serisi raksak ve

. 2n?+1 R 2+1/n3 _ <. o 2n%+1
&1_{130 (m n) —Al_r){)lo (—(1+2/n9)1/3) = 2 > 0 bulunur. Teorem 19.5(a) geregince Znﬂ_ﬁm

serisi 1raksaktir.
Not: Yakinsak bir seri ile mukayese yapilirken, limitin mevcut olmasi[yani belli bir say1
cikmasi] yeterlidir. Oysa, 1raksak bir seri ile karsilagtirma yapilirken bunun tam tersi yani ya

limitin sonsuz olmasi ya da sifirdan farkli bir say1 ise olmasi gerekir.
Ornek.19.25:2 00 ﬁ serisinin karakterini belirleyelim.

Coziim.19.25:Limit Kargilastirma Testini kullanmak i¢in;

1

an =z, by=2X7 02 "alalm.
. fan) _ 12" . 28-n .. 1\_ 0 SN <
Jim (bn) = 1/(2"n) —111_{'{)10 on —Illl_r)’glo (zn)—l bulunur.),;_, 27" serisi yakinsak oldugundan

o o 1 e . )
Yn—0dn = Xn=o i serisi Limit Karsilagtirma Testine gore yakinsaktir.

.. 1+cosk . . . T .
Ornek.19.26: X r=0 % serisinin karakterini belirleyelim.
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o 1 .
Co6ziim.19.26:Verilen seriyi ,yakinsak oldugunu bildigimiz Zk=om serisi ile mukayese

edebiliriz. Fakat;llim 2k — Jim (i+Coslo/a+ic)

m e = ) =111_>r2) (1 + Cos k) limiti mevcut degildir.

O halde limit-mukayese testi, bir sonu¢ vermez. Bununla birlikte, her x i¢in -1< cosx < 1

1+Cosk
14+4kZ2 — 1+k2

oldugundan 0 < 1 + cosx < 2 ve dolayisiyla, 0 < yazariz. Sonug¢ olarak,

verilen seri, Karsilastirma kriterine gore yakinsaktir.

Ornek.19.27:Genel terimi a,_ = % sin Z olan serisinin karakterini belirleyelim.

n n
- 1
C6ziim.19.27: b, = —_ olsun.
n
1 . x . T .
——sin— sin — sin —
. a . n3/4 n . n . n
Iim—2 =1lim =lim—==7lim =r.1#0
n—>w b n—o nowo 1 n—wo JT
n JE— R
n7/4 n n

( pay ve payday1 7 ile carpilarak elde edildi) elde edilir Diger taraftan;

n

b, = ﬁ serisi p=7/4>1 oldugundan yakinsaktir. Su halde a, serisi de yakinsaktir.
19.9.7. D'Alambert Oran Testi
> a =a;tay+..+a pozitif terimli bir seri olsun. Eger;

. a . ..
a) lim =2<1 ise ). a serisi yakinsak;

n—-o an

. a . . .
b) lim 2> 1 ise Y. a_ serisi iraksak;

n—-oo dn

¢) lim 21 =1 ise bu test yetersiz kalir ve ) a serisi i¢in bir sey sdylenemez.

n—oo Aan

Bu durumda Raabe ve Gauss testlerine bakilir.

an+l

19.6 Teorem (Boliim-Oran Testi): Y an, pozitif terimli bir seri ve lim
n—o an

=r

olsun. Bu takdirde:
(a) Eger r <1 ise, ) ajserisi yakinsaktir.
(b) Eger r> 1 ise, ) an serisi raksaktir.

(c) Eger r=1 ise, bu test bir sonu¢ vermez.
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Ispat: r <1 oldugunu kabul edelim ve bir A sayisi1 1 < A < lolacak sekilde secelim. Bu

a a
Ir il = r oldugundan, 7>k iken —* < 1 Olacak sekilde bir k > 0 say1s1

taktirde,

n

2 ,
meveuttur. Buradan, a,,, <Aa, , a,,<Aaq,,<A’a, , vb. yazlir. Boylece devam
edildiginde, m-inci adimda @, ., < A"a, , m=1,2,....oldugu goriiliir.

Bu ise, a, < A" *a, , (n=k+m alind1) esitsizligine denktir. Simdi, YA"serisi A < 1

oldugundan yakinsak ve ;

za <= zﬂ oldugundan }a,serisi yakinsaktir.
n=l1

. ny,2
Ornek.19.28: }'7°_; 377: serisi yakinsak midir?

Nny2
Coziim.19.28 : )07, 3n—? serisine faktoriyel igerdigi i¢cin Oran testi uygulanirsa;

3L (12 nl |
(n+1)! '3mn2|

An+1
an

3(n+1)2 n+1
=3 lim =0<1

li —
e (n+ 1n? n-oeo N2

n—oo

= lim

n—-oo

n—oo

.. w 3™n?
bulunur. Buna gore; Y54 -~

serisi Oran testine gore yakinsaktir.

!

Ornek.19.29: ¥, Tte = serisi yakinsak midir?

wn(3142)
Ciziim.19.29: lim [“=2| = 1im | (n+1) 258..(3n+2)
n-oo | an n—-oo 12.5.8....(3n+2). [3(n+1)+2] n!
= lim 2L =1 <1 olup ¥, —— — serisi Oran testine gore yakinsakt
T 50 3n+5 3 UP Zn=0 2.5.6..0(3042) Serist Uran estine gore yakinsaxdr.

Ornek.19.30: Y 1502 serisi yakinsak midir?

Coziim.19.30:). 17 2serlslne faktoriyel icerdigi i¢in Oran testi uygulanirsa;

(n+1)n!.e"2_ . n+l _ (oo , .
mm_izgem“ =z olup Lhospltal kurali

n—-oo

(n+1)! en? _

g(n+1)2 "l

An+1| _
an

lim

n—>oo

n—>oo

uygulanirsa; llm =0 < 1olup X, 152 serisi Oran testine gore yakinsaktir.

262n+1

)n+1

23n

Ornek.19.31: ¥ 1

serisi yakinsak midir?

Co6ziim.19.31: Oran(Boliim) testine gore;

(_3)n+2 23n
23(n+1) '(_3)n+1 =

—3.23"

23n 23

33,
Mmooz =g s

Apt1
an

lim

n—-oo

= lim

n—-oo

n—)OO

n+1

oldugundan ;. ( serisi mutlak yakinsaktir.

23n
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Ornek.19.32: ¥, n?e™™ serisi yakinsak midir?

2
o e - n o . .
Coziim.19.32: Y °_ ne™ = Z,"{’:le—n serisine Oran testi uygulanirsa;

S [m+1\? 1 1 1
=llm( ).—=12.—=—<1
n—oo n e e e

n

(n+1)% e
entl ﬁ

Ap+1
an

lim

n—->oo

= lim

n—-oo

elde edilir. Dolayisiyla; Yoo, n? e™™ serisi Oran testine gore yakinsaktir.

Ornek.19.33: nz_(; i1 serisi yakinsaktir.
Co6ziim.19.33:
141
i Zast — lim{ 2" (””“)} —2lim—"L 21im# =0<1 olup
o g o | (n+l)H+1 2" e (n+l)Hl e 1
n!

0 2”
Z m serisi Boliim Testine gore yakinsaktir.

n=0 n

.. © !

Ornek.19.34: Z " serisi yakinsaktir.
=n'+1

Co6ziim.19.34:

(n+1)(n"’ +1)

n+l 1
o ]

leim{ (n+1)! .(n”+1)}:lim(n+1)(n”+1)

n+l n+1 = lim
n—o a, n—oo (I’l+1) +1 n! n—>o (I’l+1) +1 n—o

0

Elde edilirr O halde, z

—n"+1

serisi ~ Bolim  Testine  gore  yakinsaktir.

. L 1Yy 1 (1Y
lim| — | =lim{1-—— | == > lim| — | =0 kullanilmastir.
o\ n+1 n—>® n+l1 e me\n+l

Ornek.19.35: — + = + 3 F e TR serisi yakinsak mi1?
21 314 (n+1D!
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an+l

=a (a<l) ise seri yakinsaktir. Buradan;

Co6ziim.19.35:Bo6liim(Oran) testinden;

n

! !

PRI R I _(n+1).|:lim n+l (D! n+l

noelg | noel(n+2)! n ‘ e (n+2)(n+1)! n n—en(n+2)

. n+1 g )

lim =0<1 oldugundan seri yakinsaktir.

o p(n+2)

.. 2 (n!)? .

Ornek.19.36: > serisi yakimsak mi1?

n=1 (21’1)'

Co6ziim.19.36: Oran testinden; lim Lo _ o (a<1) ise seri yakinsaktir. Buradan;

n—oo a

[(n+1) !]2 ot (+DLm+D! (2n)!
oo (2n+2)! (n 1)’ »o=  (2n+2)!  nln!
lim (n+D.nl(m+1).n! 2n! lim (n+1) ~ lim (n+1)? _1
e (2n+1)(2n+2)(2n)! nln! = 2n+1)2n+2) »>=2n+1)2n+2) 4

a

n+l

aﬂ

lim

n—o

=a :% <1 oldugundan seri yakinsaktir.

19.9.8. Cauchy Kok Testi

> a =ajtay+..+a pozitif terimli bir seri olsun. Eger;

n
a) lim"\ [a_<1lise ) a_ serisi yakinsak;
n—oo n n

n
b) lim~\ [a_>11ise D a_ serisi iraksaktir.
n—-oo n n

Teorem.19.7 (Kok Testi) ) an, terimleri negatif olmayan bir seri ve

lim % n = P olsun. Bu taktirde:

n—o0
(a) Egerp <1 ise, Zan serisi yakinsaktir.
(b) Eger p > 1 ise, Zan serisi 1raksaktir.

(c) Eger p =1 ise, bu test bir sonu¢ vermez.
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Ispat: (a) {/a, — p ve p <1 olmak iizere,

p<k<1

olacak sekilde bir A sayisini secelim. Bu taktirde, yeterince biiyiik her n i¢in;

ya, < Aveyaa,<A"

olup, 0<A<1 oldugundan ) A", bir geometrik seri olarak yakinsaktir.
(b) Bunun ispati, yukarida yapilan islemlerde “<” yerine ‘“>" konularak tekrarlanacaktir.
(c) Aksine bir 6rnek vermek yeterlidir. Daha &nce gosterdigimiz iizere, Y(1/n%) serisi

yakinsak ve Y (1/n) serisi de iraksak olmasina ragmen,;

1/n 1/n
) 1
llm(—2] =1 ve Iim (ij =1
n—>o\ n n—o\ pn

oldugundan bu test bir sonug vermez.

4

.. o h
Ornek.19.37: Z—n serisi yakinsak midir?
n=1(e" -n

4/n
<1

C6ziim.19.37: Bunun i¢in; lim §/a, =lim [———— =lim —
n—>o0 n—»o0 (en _ n) n—>o0 e —n

oldugunu gostermemiz gerekiyor. Buna gore;

o1 )
Im—=0= lime" =0 = limizlimi=0

n—w p n—»0 n—o0 e” n—»0 e"

degerleri kullanilarak;

=1lim =lim—=0=limn*" =1

n—»o0 n n—x0 n n—x0

Ln (lim n

n—0

) "Y1 a1 )| _ _
1{2@ n) }g}g{e (1 e”ﬂ 0.l =00

2/n

4,,1) 4Inn 4

elde edilir. Buna gore; lim =0 <1 olup seri yakinsaktir.

n—»0 en —n

n

Ornek.19.38: Z — serisi yakinsaktir.

= 1+ne

Co6ziim.19.38:Bunun i¢in;
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lim/a, =1lim

n—>0 n—>x0

f n .
r 7 — <1 oldugunu gostermeliyiz. Istenilen limit degeri, L’Hospital kurali
+ne

da kullanilarak agagida hesaplanmaistir.

1/n 1/n
" rndlim| —lim4 Ln| —2
n—wo \ 14+ pne” n—o\ 1+ pne” n—0 1+ ne”

lim

Inn—In(1+ne"
=lim=lim{an(Lj}:{ ( )}{f}
noe om0 | p 1+ ne” n 00

elde edilir. L’Hospital kurali kullanilarak;

1+n)e"
:lim[l—mjzlim(l— 1+n j
ool p 1+ ne" noe\p e +n

(1 1 : n 1 ‘ _
lim| —— — |=—-1=limy — =—<1 olup kok testine gore seri yakinsaktir.
noe\pn 1—e oo\ 1+ne” e

2%
nn

Ornek.19.39: ¥,

serisi yakinsak midir?

v (D e (4\' . n T
Cozum.19.39.2n=1—nn = Y1 (n) il_glo Vianl = ﬁ‘lﬁ‘on =0< 1
olup kok testine gore seri mutlak yakinsaktir.

19.9.9. Raabe Testi

Teorem 19.8:>° a =a;tay+..+a pozitif terimli bir seri olsun. Eger;

lim (1 — Rt

n—oo

).n = a<1 olsun. Eger;

an

a)a<1 ise), a serisi yakinsak;

b)a> 1ise Y. a serisi raksakiir.

1.4.7..3n-2)

2
olan serinin karakterini tayini ediniz.
3.6.9...(3n)

Ornek.19.40: Genel terimi [

Coziim.19.40: Once 2% oranini bulalim:

an
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a

n

a,, |14.7.3n-2)3n+1) 3.6.9..(3n) 2_(3n+1J2
3.6.9..3n)(3n+3) 1.4.7..3n-2) 3n+3
—ntl

a 3n+1Y
lim| 1— n = lim 1—( n j n
n—>oo n—o 31’l+3

a
On*+18n+9-9n*> —6n-1 n—1i (12n+8)n
9n*> +18n+9 n>»9n* +18n+9

2
—tim U2 9 _g/351
oo (9+18/n+9/n”)

n

=1lim

n—>0

Su halde verilen seri yakinsaktir. Halbuki, oran testi bu problemde uygulandiginda;

. a . 3n+1
lim—~ = lim
3n+3

n—o a n—o
n

2
j =1 oldugundan basarisizdir.

1.35...(2n-1)

Ornek.19.41: Genel terimi
2.4.6...(2n)

2
} olan serinin karakterini belirtiniz.

Coziim.19.41: Oncea;‘ﬂoramm bulalim:

a,, [135.Qn-1)@2n+1) 2.46..2n) 2_(2n+1)2
a | 246.2n2n+1) 135.2n-1)| \2n+2

n—o0 i¢in Limiti alirsak;

2 2
2n+1} _lim{n(2+1/n)} .

lim 2zt = lim(

n—o0 a X—>0 n—ow
n

2n+2 n2+2/n)|

Su halde oran testi basarisizliga ugradi. RAABE testinin de ayni neticeyi verdigini gérelim:

2n+1Y
lim(1-la,,, /a,|)n =1im 1—( j n
n—ow X—>0 2,1_+_2
. ( 4n+3 j . n*(4+3/n)
=lim s n=I1m > 5 =
oo\ 4An” +8n+4 e (44+8/n+4/n”)

19.9.10. Gauss Testi

Simdi de GAUSS testini kullanacagiz. Bu teste ait formiilii yazalim:

a L C
n+l n
_n+l 1—-—+ ;
n n

a

Burada, C, n’nin bir M sayisindan biiyiik biitiin degerleri i¢in bir M sayisindan kiigiiktiir.

(IC.|<M)

C}'l
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Bu durumda;
a) L>1 ise Zan serisi yakinsak,

b) L <1 ise wraksaktir.

2
Yukarida elde ettigimiz a,,, /a, = ( 22n +;j ifadesinin paymin, paydasmna iki defa
n+
2 S5+ 4
2n+1 2n+1)° 1 n 1 C
boliinmesinden; Gnoa | _ | 21 =( n )2:1——+2—n:1__+ :
a, 2n+2 (2n+2) n 4n +8n+4 n n

elde edilir. (kalan 5+4/n olup C, =(5+4/n)/(4+8/n+4/n*) dir). Buradan L =1 oldugu
anlasilir. Su halde Zan serisi 1raksaktir.

Oran testi basarisizliga ugradiginda ekseriya RAABE testi kullanilir. Bu da basarisizliga
ugrarsa ¢cok defa GAUSS testi kullanilir.
19.9.11.Geometrik Seri
(an) bir geometrik dizi ise; Y,y a, serisine geometrik seri denir.
a) Geometrik Serinin n. Kismi Toplam
(an) geometrik dizi ise, an=a;.r"'dir.
Y a, =25 (a;. 7™ Hnkismi toplami ise,Sn:al.% (r # 1)dir.
Yoo (a;. 7™ 1) serisinde;
e|r|>1 ise, (") = oo oldugundan, serinin genel teriminin limiti de +o olur ve seri iraksaktir.
o |r|<1 ise, (") = 0 oldugundan, serinin genel teriminin limiti reel say1 olur ve seri yakinsaktir.
b) Yakinsak Geometrik Serinin Toplami
Yakinsak olan );_; a, geometrik serisinin toplami, kismi toplamlar dizisi olan (S,)in
limitine esittir.

(Sn) = ay. 7

r|[< 1ise, (") = 0 olacagindan,

. 1-0 aq
lim(Sn)=a,.— = —— olur.
(Sn)=a, 1-r  1-r

2 (2Y (2 = (2Y'
Ornek.19.42: §+[§) +[§j +=Z(§j serisinin toplamini bulunuz.
n=I

Co6ziim.19.42: Kismi toplami teskil edelim:
AHEGESORH)
S ==+=| +H=| +F|=| +|=
3 3 3 3 3
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Bu ifadeyi 2/3 ile carpip yeni bulunan ifadeyi bundan, taraf tarafa ¢ikaralim ve limite gecelim:

%Sn :(gj +(2J +...+(2]n +(zjn , (a.a" =a"")
3 3 3 3 3
R
3 3 \3 3 3 3

S=lmS, =lim2{1—(§j }=2(1—0)=2

n—>0 n—x

Su halde seri yakinsak olup toplami 2 dir (toplami sonlu bir say1 olan seri yakinsaktir).

19.10. Alterne Seriler

Buraya kadar olan kisimda, goz Oniine aldigimiz serilerin hepsi, terimleri negatif olmayan
serilerdi ve islemlerimizi bu kisitlama altinda yapmistik. Siiphesiz ,terimleri hem negatif ,hem
de pozitif olan seriler de vardir ve onlarin da incelenmesi gerekir. Fakat , bu tlirden seriler i¢in
yeni test(ler)e ithtiya¢ vardir. Terimleri, sirastyla, bir pozitif ve bir negatif (veya bir negatif ve
bir pozitif) olan seriye, bir alterne seri denir. Genel bir alterne seri, her k = 1,2,3 ... icina;, >

Yt ay = a_aza; — £ (=D a, + -

0 olmak tizere ;) ;- (—1
seklindedir. Asagidaki teorem , boyle bir serinin karakterini belirlemede kullanilir.
Teorem.19.9.(Alterne Seri Testi)Y v, (—1)**1 a, , bir alterne seri olsun .Eger asagidaki iki
sart saglanirsa , seri yakinsaktir:

(a) Her k i¢in a;, = a4 (yani serinin her terimi, mutlak degerce azaliyor)

® fima =0

Ispat.19.9:Bir alterne seri;

(=D ap(a4a34as + -+ gy + ) = (A4 Ga406 + -+ + Ay + )
k=1
seklinde oldugundan, tek ve ¢ift indisler i¢cin birer kismi toplam olusturularak sonuca
gidilecektir. Oyleyse ,ilk olarakS,,, = (a; — a;) + (az — ay) + (as — ag) + - + (Apm_1 —

a,m)seklindeki ¢ift kismi toplamlart gézoniine alalim.
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{a,} dizisi azalan yani hern icin a,; < a,oldugundan,{S,,,} dizisi artan olmalidir.Ustelik
Som = ay — (a; —az) + (as — as) + (@ — a7) + -+ (AGzm-2 — Aom-1) — Ao2m
yazilabileceginden, her mi¢inS,,, < a, oldugunu goriiyoruz O halde {S,,,,} dizisi iistten

sinirlidir.Dolayisiyla , Teorem 1.4.1 geregince , lgimSZm = Slimiti mevcuttur ve bu limit ,0 <

S < aqesitsizligini saglar.Benzer sekilde tek kismi toplamlar dizisi olan {S,,,,_;} dizisinin de
S ye yakinsadig1 gosterilebilir.

Gergekten,S,,, -1 = Som + aym_qve Igim Aym-1 = 0 oldugundan,
—00

’gimSZm_l = ’gim (S, + aym—1) = S ¢ikar. Sonug olarak, ’gimSn = S olup, seri yakinsaktir.

Ornek.19.43: ¥, (; —

serisi yakinsak midir?

Co6ziim.19.43: n > 2 i¢cin b,, = —— ~> 0 ve {b,} dizisi azalan ayrica llmb =0

n+1

ninn

Ornek.19.44: ¥°_, (—1)" mT: serisi yakinsak midir?

oldugu i¢in Alterne Seri Testine gore Y.,—, serisi yakinsaktir.

2-Inx
3/2

Coziim.19.44: flx) = X Jlahm. Inx > 2 veya x > e?icinf'(x) =

NE: < 0 olup,

2. . Inn
n > e“icin — azalandir.
R

Inn o0 ) ] 1/n 2
( ) olup L'hospital kuralindan lim ————= lim—==20
n—-oo w/

nom1/(2vn) e

Inn
elde edilir. Boylece, Alterne Seri Testine gore z =" T serisi yakinsaktir.
n

. _1\k-1
Ornek.19.45:)°_; % serisini goz Oniine alalim.

1 1 o
Cﬁzﬁm_19.45;(k+1)2+1 < oldugundan a; ., < a; bulunur.

1 : .
277 = 0 olup verilen seri yakinsaktir.

. %) -1 k_l\/E
Ornek.19.46:25 " :)<+1

Co6ziim.19.46:Asikar olarak,

serisini gozontline alalim.

Iglmé— 0 olur.{a;} nmn azalan bir dizi oldugunu gostermek igin  f(x) —m

fonks1y0nunu g6zonline alalim.Bu takdirde ,

104} —
f7'x) = 2\/_( +1)201upx—0 x ==1
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degerleri incelenmelidir. Fakat x = —1 degeri sinir disidir.Eger x > 1 ise f~1(x) < 0 olup
fonksiyon,[1,00)araliginda azalandir.Bu bizim i¢in yeterlidir.( yani x = 0 degerine bakmaya

gerek yoktur). Sonug olarak , verilen seri yakinsaktir.
Ornek.19.47:2 =2 % bir alterne seridir ve yakinsaktir.

Co6ziim.19.47:Gergekten, her k =2 i¢in;

cos(kn')

cos(km) = —1F olup .Y 3, = Yre 2( 1) dir.Simdi,

o1
k- +/fe vk +1 k

oldugundan, verilen seri yakinsaktir.
- o (=1k1k2 ..
Ornek.19.48:2 k=1 gy Serisi raksaktir.

k2

=1# 0 elde edilir.

Co6ziim.19.48: Gergekten l

oo kZ+1

Biz biliyoruz ki eger bir seri yakinsak ise, genel teriminin limiti sifir olmalidir. Fakat,

. (m1)k1g? k=1 % k-1 . 11
’gl_)rg—kzﬂ [’gl_glo( 1) ](lgl_)rg v ) = Igl_tzlo( 1) limiti mevcut degildir.

Dolayisiyla, verilen seri raksaktir.
19.11.Mutlak ve Sarth Yakinsakhk
Bazen Oyle seriler karsimiza cikabilir ki, kendisi yakinsak oldugu halde, genel teriminin
mutlak degeri altinda ortaya c¢ikan seri iraksayabilir. Bu kisimda, boylesi durumlar
incelenecektir. Onceki kisimlarda gdz Oniine aldigimiz serilerin biitiin terimlerinin pozitif
olmasini talep etmis ve bu durumdaki seriler ile calismistik. Elbette bazi serilerin terimleri
karisik isaret olabilir. Bu sekilde seriler yani terimleri negatif ve pozitif olabilecek seriler, bu
kisimda incelenecektir

Eger bir serinin biitlin terimlerinin mutlak degeri alindiginda, elde edilen seri
yakinsiyorsa, orijinal serinin mutlaka yakinsayacagini bekleriz. Fakat bunun tersinin dogru

olmasi gerekmiyor.
19.11.a)Mutlak Yakinsakhk:X ax, herhangi bir seri olsun.

Eger X|axl serisi yakinsak ise, 2 @x serisi mutlak yakinsaktir.

Teorem.19.10: Mutlak yakinsak bir seri, yakinsaktir.
Ispat .19.10: Asikar olarak her k igin;_|a,| < aj < |a|

oldugundan, her terime |ax|ekleyerek ; o « lax| < 2|ay|yazanz.
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Eger 2laklserisi yakinsak iseXik=1(ax + |ag|) < 2k=12|ay|olup, Teorem 19.3(a) geregince
Y(ax + a) serisi de yakinsar. Son olarak ,pozitif terimli yakinsak iki serinin farki yakinsak
[Teorem 19.2.1 (b)] oldugundan;

Yik=1 @k = Zp=a[(ar + lag| — lagl ] = Zizi(ax + lag]) — XxZilakl  yazilabildigi  igin
. Qgserisi yakinsaktir.

Ornek.19.49: Yioi(—DF —— reosk serisini gozoniine alalim.

Coziim.19.49:Serinin her teriminin mutlak degerini alarak elde edecegimiz

2|( )k1+cosk Z|1+cosk|

serisi yakinsaktir. Zira, her X i¢in;

—1<cosx<1lveO0<1+cosx <2 oldugundan

|1+ cos k| |1+cosk|
k? _k2 Z Zkz

yazariz. Simdi ikinci seri, bir p-serisi olup p=2 > loldugundan yakmsaktir. Oyleyse, Teorem
19.6 geregince ilk seri yakinsaktir. Sonug olarak, verilen seri mutlak yakinsaktir.

. w _ (DF .

Ornek.19.50:X k-1 Kk(1+in2k) SCTisi mutlak yakinsaktir.

Coziim.19.50:Gergekten, serinin her teriminin mutlak degerini alarak

(—1)* (—1)*
Z ‘k(l ¥ n2k)|

£ (1 + In%k)
serisi elde ederiz. Bu serinin yakinsak oldugunu, Kisim 2.3 ,Ornek 1 den biliyoruz .Oyleyse

verilen seri, mutlak yakinsak (ve dolayisiyla yakinsak)olmalidir.
19.11.b)Sarth Yakinsakhk: Eger X @ serisi yakinsiyor fakat mutlak olarak yakinsamiyorsa ,
serinin sarth yakinsak oldugu sdylenir.
Ornek.19.51: X521 (1D (VKZ + 1 — K)serisi sarth yakinsaktir.
Coziim.19.51:Gergekten;
k > 1licink? <k?+1vek—Vk2+1< Ooldugundan,
fR)=Vk*+1—-k=>f'(k) = k_kz—\/@ <0 (vani {ai} dizisi azalan)
151_)72) (m - k) ll_)’g \/W TR 0 oldugundan seri sartli yakinsaktir.
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19.12.Serilerin Yakinsaklik Testi Icin Stratejiler

Bir serinin yakinsakligi veya mraksakligi test etmek i¢in pek ¢ok yontem vardir. Burada

onemli olan hangi testin hangi seri i¢in kullanildigina karar vermektir. Bu itibarla bir serinin

testi bir fonksiyonun integralinin alinmasina benzerdir. Verilen bir seriye uygulamak i¢in

belirli bir test olmamasina karsin asagida maddeler halinde 6zetlenecek ipuglari bu testin

seciminde yararli olacaktir. Serinin genel teriminin icerigi bize bu konuda en énemli ipucunu

verecektir.

l.

® =2 W

Eger seri Znipseklinde ise bu bir p-serisidir. p > 1 i¢in seri yakinsak; p < 1 i¢in seri
raksaktir.
Eger seriy, a.7™ lveya), a.r"seklinde bir geometrik seri ise |r|<I igin yakinsak; [r]>1

wraksaktir.

Eger seri geometrik seri veya p-serisine benzer sekildeyse karsilastirma testi
kullanilabilir. Yani a,, n’ye bagli cebirsel veya rasyonel bir fonksiyon ise p-serisi ile

kargilagtirma yapilabilir. Ayrica karsilastirma testi sadece pozitif terimli serilere

uygulanabilir. Eger )’ annegatif terimler i¢eren bir seri ise),|a, |ifadesine karsilagtirma

testi uygulanarak mutlak yakinsaklik testi de yapilabilir.

Eger serinin genel terimi olan a, i¢inlim (a,,) # Oise raksaklik testi kullanilabilir.
n—->oo

Eger seri Y,(—1)" ta,veya Y. (—1)"a,seklinde ise alterne seri testi uygulanir.
Eger seri faktoriyel i¢eriyorsa oran (D’alembert) testi kullanilir.

Eger seri n’in kuvvetlerini igeriyorsa kok (Cauchy) testi kullanilir.
Eger a,=f(n) ise [ 100 f (x)dxintegrali kolayca belirlenebilir ve buna gore integral testi

etkili olur ve uygulanabilir.

Asagidaki 6rneklerde hangi 6rnekte hangi testin secilmesi gerektigi agiklanmistir.

19.12.1.Cesitli ornekler

Ornek.19.52: Z(—l)” Lnn alterne serisini yakinsaklik bakimindan inceleyiniz.
n

n=2

Coziim.19.52: Teoremdeki sartlarin saglandigini gorelim. n=x yazip tirev alalim

(d(Lnx)/dx=1/x):

i%_ 1-Lnx

dx x

—<0 (x>e)
X
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Mademki tiirev negatiftir, fonksiyon azalandir, yani n>3 i¢in;

Ln(n+1) < Lnn

1 yazilabilir. Simdi n—ooigin limite bakalim. Bunun igin L’HOSPITAL kuralim
n+ n

n—o  n o0 n—x0

kullanalim: limﬂ = [S} = Li ml/Tn =0 olur.O halde verilen seri yakinsaktir.

o 1\l
Ornek.19.53: Z =D serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1

2n-1
- = (=D 3 o o
Coziim.19.53: z 1 oldugundan u, ve u, , terimlerinin mutlak degerleri;
n=1 n—
L u, = ! olup; < ani  |u, | <|u
N o T o TP i S S

Diger taraftan; lim
no 2 +1

=0 oldugundan seri yakinsak olur.

, = (=D)""'n
Ornek.19.54:
,,Z:; n*+1

serisini inceleyiniz.

Coziim.19.54: Bu seriye karsilik olan mutlak degerler serisi ;

n

n*+1

o0
n . o , <
Z olup bu seri karsilagtirma kriterine gore iraksak olmasina ragmen; un| = ve

~ 41

+1 . .. e TN
= n—2 ikenn 21 igin |u,,,|<|u,| yazilabilir. Diger taraftan;
(n+1)°+1
limu, =1lim— 1 =0 oldugundan verilen seri, Teorem.19.6’yagore, sartli yakinsak olur.
n—>0 n—»o0 n +

. ) (_l)nfl
Ornek.19.55: > ——

o nln'n

serisini inceleyiniz.

Co6ziim.19.55: Ln(n) ile tiirevi olan 1/n aymi ifadede oldugundan Integral testinive burada da

degisken doniisiimiinii kullanacagiz. Bunun i¢in; u = Ln x dersek du = dx/ x olacagindan;

1 1
j dx2 = d—bzt:——+C=——+Colur. Buradan ;
x.Ln"x u u Lnx

¢ d . 1 1 1 o .
lim x2 = hm( — ] = elde edilir. Integral mevcut oldugundan seri
avos xLn"x e\ Ln2 Lna) Ln2

yakinsaktir. Boylece verilen seri, mutlak yakinsak olur.Teorem.19.6‘y1 kullanarak verilen

serinin yakinsak oldugunu gorebiliriz:
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. 1
n>2 i¢in < saglanir ve lim

= 0 oldugundan seri yakinsaktir.

(n+D)Ln*(n+1) nln’n > nLn*n
( 1))1 1 n
Ornek.19.56: Z— serisini inceleyiniz.
n=1 n

Co6ziim.19.56: u, teriminin limitini bulalm (L’HOSPITAL kuralm iki defa kullanarak):
y=a" intirevi y'= Lna.a® oldugundan;

11m|u|—hm3——1 L33 L3z o

n—o n—m I’l2 n—»wo  2n 2 now

elde edilir. Limit testine gore sonug sifir olmadigindan verilen seri iraksaktir.

Serinin 1raksak oldugunu oran testi ile de gorebiliriz:

) 1 3n+] 2 2 )
Tim | Ze:L ( ) nH - | = th lim > =3>1 oldugundan seri
ool Yy Hw (n+1)’ (—1) 3 e p? +(1+1/n) = (1+1/n)

wraksaktir.

19.13.Diziler Ve Serilerle ilgili Coziimlii Ornekler

. (a)= (27;‘;3) ifadesi bir dizi midir?
Coziim: a, = 2;_23 = -5,
22+3 7

@=7—, =gk

O halde (an) bir dizi degildir.
2. (ap) = (21124;1&) dizisinin kag tane terimi tamsayidir?
Coziim:

(a n)——zn +3n+6) Zi+ + —2n+3+%

vn € Nt i¢cin(2n + 3) € N*dir.
O halde a,, in dogal say1 olmast i¢in %’in dogal sayis1 gerekir. 6’nin pozitif bolenleri:
{1,2,3,6} oldugundan (a,,) dizisinin 4 tane terimi tamsay1dir.

3. (a,) = ( ) dizisinde EBAS ve EKUS kagtir?

Coziim:
—% = —g < 1 oldugndan (a,,) monoton dizidir.
214+6 8 L
* = = - =
“ T 31158
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6
2n+6, n(2t)) 2

3n+5 n(3+2) 3
n

*n — oo icin (

2
ﬂmq%J:§::3<QnS1

EKUS(a,) =1
4. Bir aritmetik dizinin ilk n teriminin toplami 2n? + 10n olduguna gore, dizinin ortak
farki kagtir?
Coziim:

Sp=2n? + 10n olarak verilmis.

Si1=a, =12

S, =aq +a,=28

S3 = aq +a,+a; =48

Sp=a;+a;+ ... + a, =2n? + 10n
a,+a, =28 = a,=16

k=a,-a; =16 — 12 =4

5. a,=5,ortak carpan % olduguna gore, ilk 20 terimin toplami kagtir?
Coziim:
Bir geometrik dizide ilk n teriminin toplanu

S, 1le gosterilsin.

1-r"

STL :a1 1

1 ..
a,=5, = verilmis.

1
1-r% -2 220 —1
—_— —_— . 2 0 —_ .
S0 =0y . 1_7,—5 1_1_5 219
2
6. Bir geometrik dizinin ilk n teriminin toplami 1—12(2" — 1)dir. Buna gore, dizinin

4 terimi kagtir?

Coziim:
S, = ! 2" —1)
"2

51=a1
52=a1+a2

53:a1+a2+a3
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Sp=a;t+a,+az+--+a,
S4—Sg=a4_

Laton-Leao 2
—_— —_ —_— —_ = —_ - =
12 12 Q=37

7. Sierpinski kalburu bir fraktal 6rnegi olarak 1915°te tasarlanmistir. Sierpinski kalburu
eskenar bir {icgen almarak insa edilir. Ik adimda bu iiggen 4 eskenar iicgene ayrilip ortadaki
ticgen kaldirilir. Kalan 3 tane eskenar liggende de ayni islem uygulanir ve sirastyla yukaridaki

sekiller elde edilir. 1. liggenin alan1 1br? kabul edilirse kaldirilan eskenar {icgenlerin alanlarini

A
A

veren ifade nedir?

Coziim:

AA
A
AAAA

o 371 1 3"
Toplam alan = Zn=14—n ==.2 =

l.licgende ¢ikartilan pargcanin alan1 =

3 4n
2.iiggende cikartilan parcanin alanm1 = 2 3
! +) = 1br2
. 3 3 \=)=1br
3.i¢gende ¢ikartilan parcanin alan1 = = 2
4.i¢gende ¢ikartilan parcanin alan1 = %
n—-1
S.i¢gende ¢ikartilan parcanin alant :34n

8. Sekildeki O merkezli g¢emberin iki tegeti
arasinda 60°lik a¢1 bulunmaktadir. Bu iki tegetin
kesistigi noktaya kadar teget ¢cemberler sekildeki gibi
ciziliyor. O merkezli ¢emberin yarigapt 1 birim ise

cizilen sonsuz ¢emberin alanlar1 toplami kag¢ birimdir?

Coziim: 1
Tl = §
2(1 —7‘1)
1 1
=1+7‘1 2(§_T2)=§+T2

442



2 n
Toplam alan= 1%7 + Y5, (3%) =T AT Y (%) - ‘%nbrz

9. a,(1-2,2-33-4,..,n-(n+1),....) seklinde genel terimi verilen dizi ig¢in Sio
kagtir?

Coziim:

10

& O 10-11-21 10-11
Zn(n+1) Z Z +——— =385+ 55 = 440
n: n:

n=1

10.

a, a, a,

Yukaridaki sekilde ai=1, a,=6, a3=20 tane kare icermektedir. Buna gore a; kag kare icerir?

Coziim:

Seklinde bir karenin igerdigi kare sayisim1 toplam carpim sembolii konusu ile
. Y2_, k- k seklinde hesaplayabiliyoruz. Kisaca 1x1°lik kare de 1, 2x2’lik karede 6
tane kare bulunuyor.
ayyiyazarsak: a;,-7-7+2:6-6+3-5-54+4-4-4+5-3-34+6-2-24+7-1-1
adet kare igerir.

Bunu da toplam semboliiyle su sekilde ifade edebiliriz:

1 2 3 4 5 6 7
Zk2+2k2+2k2+Zk2+2k2+2k2+2k2
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Bunu da kisaca:
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x=1k=1

Buna gore;

San+DEn+1) 1 v 1 7-82 _ 7-8-15

= = — 2 3 2 —_ — 2 . (_) .
a7z e 6Zn+3n+n6[ 5 G
n=1 k=1
+ 8336
=

o (2 3 . .
11 Ye (3—n—2—n serisinin degeri kacgtir?
Coziim
o2 3 -1 o1
2 () =22 5) -3 2. ()
n=0 n=0 n=0

n=0’dan basladig: i¢in ilk terimleri ayr1 olarak yazariz.

1 1
aq =2 'I'— 3 “I =-1
2 Y=o (L) =2 (3%) +2- (3%) +-+ 2 (3%) burada r’yi  bulursak: 2(3%) =2

317.

N
—~
%=
N~—
w

s

wIN|w R
Il
[\
N =
Il
—_

1 — 7. a1 — 7. 3 — 2.
(§>_2 1—7'_2 1i§_2
@)=5 () 5@t

1 - - 1
aq 2 2
—)=3- =3- =3-2=3.-=3
(TJ 1—7 11 1 1
2 2

S
1l
-y

w

P>

w

T8

1 . 3(z) _1
: (—n) burada r’yi bulursak:—4= = =
2 2

*(3)

s

1

S
1l

oo

3 1 =1
Erare S5 S e
n

=1 n=1

Gl

NgE

(

12. xy,3x+3y,4x sayilart hem aritmetik, hem de geometrik bir dizinin ardigik 3 terimi

0

S
1l

olduguna gore, x+y kacgtir?

Coziim:

Bir dizinin hem aritmetik hem de geometrik dizinin kurallarini saglamasi i¢in ancak r=0
olmalidir. r=0 olan dizilerde sabit dizilerdir. Buna gore xy=3x+3y=4x"tir.

xy =4x ise y=4

xy =3x+ 3y 4x =12+ 3x =12

x+y=16

2_
13. (a,) = (T;n_l:) dizisinin kag terimi negatiftir?
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Coziim:

Terimleri yazarsak;

—15

a, = _—1 =15
—12

az = _3 = _4
-7

a3 = ﬁ = _1

a, = % = 0 buna gore 2 terim negatiftir.

n+1
n

14.  Genel terimi (a,) = ((—1)"‘1 ( )) seklinde olan a, dizisinin ilk 50 terim

carpimi kagtir?

Coziim:
a = (12
a= (13
51
615500 = (-1)* 20
o1 (MY
o £22) o

15.  Bir aritmetik dizinin 5.terimi a olmak iizere; 7.terimi Sterimin 4 eksigi olduguna gore
9.terimin a cinsinden degeri nedir?
Coziim:

7. terimi 5. terim cinsinden yazarsak;

a; =as + 2d
2d = —4
d=-2

ag =as +4d
ag=a—38

16.  Cin Takvimi 12 hayvandan olusmaktadir ve takvim 12 yilda bir tekrar etmektedir.
1868 yil1 ilk ‘Ejderha yilr’ ise 2000 y1linda kadar kag ejderha y1l1 geride kalmistir?

Coziim:

a; = 1868

a, =a; +12(x — 1)
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2000=1868+12(x — 1)
132+12=12x
x=12. Ejderha y1l1 kutlanir.
17.  Bir adam iki sirketten is teklifi aliyor. X sirketi yillik 2000 TL maas veriyor ve yillik
1000 TL zam yapiyor. Y sirketi ise yillik 2050 TL maas veriyor ve yillik 800 TL zam
yapiyor. Buna gore;
a)10.y1lda X sirketiyle Y sirketinin verdigi maaslar ne kadardir?
b)10 yil boyunca X sirketinden kazanilan toplam para ve Y sirketinden kazanilan toplam
para ne kadardir?
Coziim:
a) X sirketi igin;
a;o = 2000 +9-1000 = 11000
Y sirketi i¢in;
a;o = 2050 +9-800 = 9250
b) X sirketi i¢in;

10
Sn = (7) - (2000 + 11000) = 65000

Y sirketi i¢in;
10
Sn = (7) - (2050 +9250) = 56500
18.  Bir kopriiniin ayag iizerindeki agirligi kaldirabilmesi //_‘_
icin 30 metre boyunca konulan 9 destek ile dik bir iliggen /!

seklindedir. Destekler aras1 uzakliklar esitse dikey desteklerin

40m

ve koprii ayaginin toplam uzunlugu ne kadardir?

30m

Coziim: Burada tiggenlerdeki benzerlikten yararlanirsak;

n_210_2 a, = 36 buradaki 36 koprii ayagindan sonraki en yiiksek destek blogudur.

aq a; 40 ay

Bir benzerlik daha yaparsak g = ai az = 32 goriildiigii gibi destek bloglar1 4’er metre
3

azalarak devam etmektedir. Yani sorunun cevabi 40+36+2+28+...+4’tlir.Bu da;

0
S n-(n+1) .

4-(10+9+8+---+2+1)=4-z:n=4-—2 = 4 -55 = 220 metredir.
n=1

445



19. Bir kimyasal deney 21°C’de 50 dakika siirmektedir. Deneyin yapildig1 ortamdaki
sicakligin her 1°C’lik artisinda deney 20sn kisalmaktadir. Deney 60°C’lik ortamda ne kadar
stirede tamamlanir?
Coziim:ilk olarak 50 dakikalik siireyi saniyeye ¢evirelim. 50-60 = 3000sn
a; = 3000sn
a, = (3000 — 20)sn
as; = (3000 — 40)sn

r = —20sn

60 — 21 = 39

ase = (3000 — (39 20))sn
39 = 2220sn

20.  Babanizin iki cocugu oldugunu varsayalim. Sizin ve kardesinizin de 2 ¢ocugu olursa,
onlarinda ikiser ¢ocuklar1 olursa 14.jenerasyonda siz, kardesiniz ve babaniz dahil dogan

cocuklarin toplami kag kisi olur?

Coziim:
Siz ve kardesiniz = 2
sizin 2’ser gocugunuz = 4
onlarin 2°ser gocugu = 8
14.neslin ¢ocuklar1 = 214

14
2 2™ + babaniz

n=1

914
1-2
Sia+1=2-16383+1
S +1=32766+1

S +1=132767

514+1=a1' +1

21.  Bir DC devrede yiiklii bir pil kisa devre yapiyor ve yiikii bosalmaya basliyor. Ilk
0.20sn i¢inde yiikiiniin %30’unu kaybeden pilin yiikii 1 saniye sonra ne olur?
Coziim:Eger 0.20 sn’de yiikiiniin %30unu kaybediyorsa yiikiiniin %70’1 kalir. 1 saniye 0.20

saniyenin 5 kati ise;



70 )4 16807

=100-( -
s 100

~ 100000
Pilin yiikiiniin %16.807’si kalir.

22.  Hava siirtiinmesinin ihmal edildigi bir ortamda bir top ugurumdaki sert bir kayadan
asagiya dogru firlatiliyor. Ilk saniye top 16, 2.saniye 48m yol aliyor. Topun aldig1 yollar
geometrik bir seri olusturuyorsa;

a) 8&.saniyede top ne kadar diiser?

b) 8.saniye top onu firlatan kisiden ka¢ metre asagida olur?

Coziim:
a, =16
a, =48
% 3=r
a,
ag=a; 7’

a8:a1'37

ag = 2187m diser.

n

1-r
b) Su=a1.——
1-38
Sg =16 ——
6560
Sg =16+ ——
Sg = 52.480m

23.  Yer cekim ivmesi yiiksekligin her kilometresi igin 0.003 m/sn’azaliyor. Eger Los

Angeles’in 1 km iistiinde g=9.793m/sn’ise Los Angeles’1n9 km iistiinde ne olur?

Coziim:
a, =a,+r
9.793 = a; + (—0.003)
a, = 9.796

ag = a, +8r
ay = 9.796 + 8(—0.003)
aq = 9.769m/sn?olur.

3

24. 43 434 ... = x ise x kagtir?

Coziim:ki tarafin da kiipiinii alirsak:
4 [4V4 = x°
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Igerdeki v 4V4 ... ifadesi x e esit olacagindan;

4x = x3
4 = x?
x = 2 olur.

25. Ymeo(Inx)™ = 2 olduguna gore, x kagtir?

Coziim: ifadeyi agarsak:

1+inx+(nx-Inx)+ (nx-Inx-lnx) = L= 2ol Icler dislar ¢arpimi

1-lnx

yaparsak 2 —2lnx =1lise 2lnx =1ve Ilnx = % olur.x = /e bulunur.

26. (a,) = (n2+:n+2) dizisinin ilk on teriminin toplami kagtir?

_— 5 e, 1 e (1 1 . e ..
Coziim: s = 5 D) 5 (—(n+1) (n+2)) seklinde yazilabilir. Ilk 10 terimi
yazarsak;

5 (-3 +

5 (- ) *

5. (L _ L)
(11) (@12)

seklinde yazarsak cevap g - % = g bulunur.
27. a, = 2n — 1 Genel terimi verilen dizi i¢in aso:’nin sonunda kag tane “9” bulunur?
Coziim: Faktoriyelli bir sayinin sonundaki O(sifir) sayisim1 bulmak i¢in 10 sayisinin biiyiik
carpani olan 5’e bolerek 50! sayisinin sonundaki 0 sayisini buluruz. Genel terimde n yerine
50! yazarsak asg = 2 - 50! — 1 denklemini elde ederiz. Bir sayiy1 2’yle carparak sonundaki
sifir sayis1 artmaz. Bunun nedeni 10’un diger carpani olan 5’in bulunmamasidir. Bu yiizden
bastaki 2 katsayis1 6nemsizdir.
Yandaki isleme gore 50! sonunda 12 adet O(sifir) bulunur. Sonunda 12 50|i
tane sifir olan bir sayidan 1 ¢ikartirsak tiim sifirlar 9 olacagi igin aso:’in . 10 }_;_

1042=12

sonunda 12 tane 9 bulunur.

28.  C acsi 30°°dir. |ACJ=6 birimdir. &, B
|AB|+BH1|+H1Hz|+H2Hs[+. .. 3, »
seklinde sonsuza kadar toplama iglemi
yaparsak sonug kag birim olur? 302
C H,  H B
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Coziim:

|AB|=3
|BH:|= 3
2
BH;i|= 2
HiHal= 222
8
[H2H3[=...
V3
w 5. (VB z
Toplam uzunluk =3+Xn=13" (7) =3+3: <1_2§>

2

\/3
_ =\ = (25
=343 (2_@>_3+3 (Z_ﬁ)
2

=3+3-(2V/3+3)=6V3+18

a =a
29. r=2 } Bilgileri veriliyor. Buna gore a ve b cinsinden S, kagtir?
a,=b

(a,, geometrik bir dizidir.)

Coziim:
b=a-2"1
2b=a-2"

1-2"
Sn=a-1_2
g _a—a-2"
-1
S _a—2b
-1
S, =2b—a

30. 2 ile 162 arasina geometrik dizi olusturacak sekilde 3 terim yerlestirildiginde ortak

carpan kag olur?
Coziim: r = nH\/é =r=" %:4\/81 =3

31.  Bir top 200 metreden diisiise birakiliyor. Top yere carptiktan sonra yiiksekliginin
4’te biri kadar yiikseliyor. Yiikseklige bagli zaman denklemi h = 5t ise topun havada
kalma siiresi nedir?
Coziim:

Topun ilk havada kalma stiresini hesaplarsak;

200 = 5t2t = 2v/10
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50 = 5t2t = V10

12,5 = 5t%t =

N|§|
(@]

Gorlldigl gibi zaman igin r = ;’dir. Genel denklemi yazarsak Z;’{;_l\/zﬁ olur.

Bunu da hesaplayabilmek i¢in n=1’den baglatirsak ve topun ilk seferden sonra

once ciktigini sonra tekrar indigini goz oniinde bulundurursak 2v10 + 2v10 +

1
2410 Z;‘;lzin olur. Zf{;lzin ifadesinin de 11 =1"’e esit oldugunu yazarsak

2

t=6+/10 bulunur.
32.  Bir geometrik dizinin ardisgtk 7 terimi X,y,z,a,b,c olduguna gore x.y.z.a.b.c’nin
degeri nedir?
Coziim:
Geometrik dizilerde ortadaki terimi bulmak i¢in ona esit uzaklikta olan terimleri kok
icinde carptyorduk. Ornegin; \/as - a; = a,
Buna gére; x.c, y.b, za carpimlarinin degerleri ortalarindaki terim olan
2’nin karesine esit olur.

x.y.z.a.b.c=x.c.y.b.z.a seklinde yazarsak x.y.z.a.b.c=22 - 22 - 22 = 2% = 64 olur.

33. x3-6x?+(a+1x+a+8=0 denkleminin kokleri bir aritmetik dizi
olusturduguna gore, a kactir?
Céziim:ax3 + bx? + cx + d = 0 denkleminin kékleri x;, X,, X3 olsun.

Kokler bir aritmetik dizi olusturulduguna gore,

X1+ X3

X, = dir.

Buradan, x; + x3=2x, elde edilir.
X1+ x; + X3 :—Zz 6
3x, =6
X, =2
x=2 kok oldugundan denklemi saglayacaktir.
23 — 6.2% + (a+1).24+a+8=8-24+2a+2+a+8=0 ise 3a=6 ve a=2 olur.
34. Sekildeki en biiyiik karenin bir kenar1 12cm’dir.Bu  kdoseleri ¢ember iizeinde

karenin kenarlarina teget olan bir ¢ember, bu ¢emberin, i¢cine olan bir kare ¢iziliyor. Bu
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sekilde sonsuz adet c¢ember ve Kkareler cizilirse karelerin / \

alanlar1 toplam1 kag cm? olur? / / \ \

~. “

Coziim:
ﬂ\ﬁch Karelerin kenarlarini sekildeki gibi hesaplarsak kenarlar:
/ \ 12-6V2—6—-3V2 —--— % seklinde devam eder.
632 &

Buradan alanlar1 hesaplarsak:

F
/ (12)% + (6\/5)2 + (6)2 + (3\/5)2 + et (W%n)Z olur.
\ /

Toplam alan;

(12) + ) ((g)n

35. Jx —+/x —+/x — ... = 6ise x kagtir?

Coziim:iki tarafin da karesini alirsak;

x — ’x—\/x_—...=36

Igerideki v/ x — v/x — ... ifadesi de 6’ya esit olacagindan;

x — 6 =36 ve x = 42 bulunur.

1

2 %)
1 n
) =144 + 1442 (E) =144 + 144 - —2 T = 288cm?
n=1

1—=
2

36. 1<x<y olmak iizere,

o  2Mx?m . .. .- .
Yo Iy ifadesinin esiti nedir?

Coziim:

ny2m, . 2x2\ " .2 v e e 5 s s
Y=t 311;C]3nIfad651 Y=t (ﬁ) olur. Bastaki - zaten 1 den kiigiiktiir. Soruda y’nin x’ten

- - - .. x?% . . el e ..
biiylik oldugu verilmis bu yiizden 7 ifadesi de 1 den kiiciiktiir. Bu yiizden bu toplami

%formﬁh’inden bulabiliriz. Bunu yazarsak;

2x? s

3y3 2x

Y = ———olur.
1_2L 3y°-2x

3y3

2_p_
37. (a,) = (n 27::112) dizisinin kag tane terimi negatiftir?

Cozim:n? —n—12=0
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= (n—-4)(n+3)=0=n4=0 = n=4 ve n+3=0=n=-3

vn € Nticin(2n+ 1) € N* oldugundan n? —n — 12 < 0 olmalidir.

1 < n < 4n={1,2,3} icin dizinin terimleri negatiftir. Yani dizinin {i¢ terimi negatiftir.
38.  Yanday = (O egrisinin grafigi verilmistir. Oy |
ekseninden baglayarak genislikleri 1 birim olan \

dikdortgenler sonsuza degin ¢izilirse olusan tim

dikdortgenlerin alanlar1 toplami nedir?

Coziim:
y;t

1. dikdortgeninalani = 1 E

g

€
2 n
n. dikdortgeninalani = 1. (E)

2
2.dikdortgeninalani = 1.

1.Alan+2.Alan+....... +n.Alan=),,_; (5

12

39.  Sekildeki dikey dogrultularin en wuzunu 18cm, yatay

dogrultularin en uzunu 12cm’dir.Her dogru pargasinin uzunlugu,

kendisine paralel olan ve kendisinden biiyiik olan en kiiciik dogru 18 |_

pargasinin % katidir. Buna gore bu sekilde sonsuza kadar devam eden

yatay ve dikey dogru pargalarinin uzunluklar1 toplami ka¢ cm’dir?

Coziim:
. 3 3 3 3\"
Dikey gubuklarm uzunluklar toplami=18 + 18 -2+ 18224 .. 4+ 18- (%)
3 3 3 3\"
Yatay cubuklarin uzunluklar toplami=12 + 12 i 12 gttt 12 - (Z)

Toplam uzunluk= Dikey uzunluk + Yatay uzunluk

3)\" 3\"
Toplam uzunluk =18+ 352, 18-(3) + 12+ X, 12-(3)

3 3
=30+ 18- (=5 |+ 12 (%
1- 1—
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=30+ 18-3 + 12 - 3=30+90=120

3n?-5n+36\ 4. . . . .
40. (a,) = (%) dizisinin kag terimi tamsay1dir?

Coziim:
a, = (3n -5+ 1—6) seklinde yazarsak 3n-5’in her haliikarda tamsay1 olacagi goriiliir

bu ylizden 3n—6 sayist incelenir. 36’nin tam bdlenleri de 1,2,3,4,6,9,12,18,36 dir. Bu
ylizden 9 terim tamsayidir.
41. Yy .:(0,a)" = Eloolduguna gore a kagtir?

Coziim:
1

2
om () e () r oo

3 3 3

a a a

g = M _ 18 _ 103 _ 102 _ 1
"T1-r 1-Z 12" 10-a 100
10 10

102~ 102
a+a—-10=0
a(a®*+1) =10
a=2

42. (x24+mx+8)-(x —3) = 0 Denkleminin kokleri tamsayr ve bir aritmetik dizi
meydana getiriyorsa m kagtir?
Coziim: x — 3 = 0 denkleminin  kokii 3 bulunur.3 kokii (x? + mx + 8) denkleminin
kokleriyle de aritmetik dizi olusturuyorsa 8’in ¢arpanlaria bakarak -2 ve -4 sayilarinin bu
kokii sagladigini bulabiliriz. (-2)+(-4)=(-6) olarak da m’i buluruz.
43.  f(x) = e* olduguna gore,

f(-1)+£(-2)+f(-3)+... toplaminin degeri kagtir?

Coziim:
1
1 1 a, f(=2) = 1
—1) =—- —2)=— i =t =__ ‘€ __
f=D evef( ) ez T a, f(-1) 1 e
e
1 1 1
—— = e = e =
S, = i el bulunur.

44. Asagidaki serilerin karakterini belirleyiniz.
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