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OPTIMIZASYON TEKNIKLERININ TASNIFi VE IKI TEKNIK UZERINDE INCELEME

OZET

De§isen teknolojilerin, sinirli kaynaklarin, artan rekabetin ve
karmasik hale gelen sistemlerin dogurdudu problemlerin klasik
yontemlerle (matematiksel veya olmayan, analitik ve sayisal )c¢odziminin
gliclesmesi optimizasyon kavramini giindeme getirmistir. Optimizasyon,
en iyi amacg kriterinin en iyi degerini veren kisitlardaki
defiskenlerin dederini bulmaktir.

Bitlin optimizasyon problemlerinin ¢ozUimli ic¢in etkili tek bir
metot olmadigindan optimizasyon tekniklerini  tek-c¢cok degiskenli,
kisitli-kisitsiz, direkt-indirekt olmak {izere U¢ ana baslik altinda
tasnif edebiliriz. Bu tasnif c¢ercevesinde; c¢ok degiskenli, kisitsiz,
tirev kullanmayan teknikleri temsilen Nelder - Mead metodu ve c¢ok
degiskenli, kisitli, tlrev kullanan teknikleri temsilen Frank - Wolfe
metodu ele alinmis ve 1iki Dboyutlu problemler ic¢in yazilan program
kullanilarak birer uygulama yardimiyla performanslari yorumlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Optimizasyon Teknikleri, Nelder-Mead,

Frank-Wolfe

CLASSIFICATION OF OPTIMISATION TECHNICS AND ANALYZING ON TWO TECHNICS
ABSTRACT
Effective method for solving optimization problems is not one,
this technique one-to-many variables, limited-constraint-free, direct-
indirect to be classified under three main headings.

Within the framework of this sort; to represent multivariate,
unconstraints and does not use derivative techniques, Nelder - Mead
method was selected and to represent multivariate, constrained and
used derivative techniques , the Frank - Wolfe method was selected.

Finally, by using the program, two-dimensional problems are considered
for two technics and application performances are interpreted.
Keywords: Optimisation Technics,Nelder-Mead, Frank-Wolfe
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1.GiRiS (INTRODUCTION)

En Dbasit anlami ile optimizasyon eldeki kisitli kaynaklari en
optimum bicimde kullanmak olarak tanimlanabilir[l].Matematiksel olarak
ifade etmek gerekirse optimizasyon kisaca Dbir fonksiyonun minimize
veya maksimize edilmesi olarak tanimlanabilir([2]. Didger bir degisle
optimizasyon “en iyi amag kriterinin en iyi degerini veren
kisitlardaki de§iskenlerin deerini bulmaktir ” [3].

Baska bir tanimlama ile “belirli amaclari gerceklestirmek icin en iyi
kararlari verme sanati” wveya “belirli kosullar altinda herhangi bir
seyli en iyi yapma” [4] olarak da tanimlanan optimizasyon kisaca “en

iyi sonug¢lari igeren islemler toplulugudur” [5].0ptimizasyonda bir
ama¢ da maksimum kar veya minimum maliyeti saglayacak Uretim miktaraini
kisitlara bagla olarak tespit etmektir. Gunumizin bilgisayar

teknolojisi kadar glincel bir kavram olan optimizasyon kavrami c¢ok
cesitli endiistri kesimlerinde uygulama olanagdi bulmustur.

Degisen teknolojilerin, sinirli kaynaklarin, artan rekabetin, karmasik
hale gelen sistemlerin dogurdudu problemlerin klasik ydntemlerle
(matematiksel veya matematiksel olmayan, analitik veya sayisal)
¢oztminlin giiglesmesi optimizasyon kavramini glncellestiren en O&nemli
sebeptir. Bu yoénluyle optimizasyonun kullanilmadigi bir bilim dalz
hemen hemen yok gibidir [6].

En basit anlami ile optimizasyon eldeki kisitli kaynaklari en optimum
bicimde kullanmak olarak tanimlanabilir[l].Matematiksel olarak ifade
etmek gerekirse optimizasyon kisaca bir fonksiyonun minimize veya
maksimize edilmesi olarak tanimlanabilir[2]. Diger bir degisle
optimizasyon “en iyi amag kriterinin en iyi degerini veren
kisitlardaki degiskenlerin deerini Dbulmaktir ” [3].

Baska bir tanimlama ile “belirli amaclari gerceklestirmek icg¢in en iyi
kararlari verme sanati” veya “belirli kosullar altinda herhangi bir

seyi en iyi vyapma” [4] olarak da tanimlanan optimizasyon kisaca “en
iyi sonug¢lari igeren islemler toplulugudur” [5].0ptimizasyonda Dbir
ama¢ da maksimum kdr veya minimum maliyeti sadglayacak Uretim miktaraini
kisitlara bagla olarak tespit etmektir. Gunumizun bilgisayar

teknolojisi kadar gilincel bir kavram olan optimizasyon kavrami c¢ok
cesitli endiistri kesimlerinde uygulama olanagi bulmustur.

Degisen teknolojilerin, sinirli kaynaklarin, artan rekabetin, karmasik
hale gelen sistemlerin dogurdudu problemlerin klasik ydntemlerle
(matematiksel veya matematiksel olmayan, analitik veya sayisal)
¢oztmlinlin giiglesmesi optimizasyon kavramini giincellestiren en Onemli
sebeptir.Bu yonlyle optimizasyonun kullanilmadidi bir bilim dali hemen
hemen yok gibidir [6].

2.CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Lisans O0gretiminde matematigin gercek hayat problemlerine
uygulanmasina yonelik vyeterli zaman ayrilamamaktadir. Lisansisti
O0gretiminde &Jrencinin bu acigini kapatmada matematik diistincenin
kazandirilmasi ve glinumizin bilgisayar teknolojisine paralel olarak
6nemli Orneklerin incelenmesi gereklidir. Bu anlamda,isletmelerin
minimum maliyet (maksimum kar) amacina yodnelik lineer programlama
konulari ve bilgisayar destekli uygulamalari ve buna paralel olarak en
kisa yol problemi,yatirim problemi vb. gibi pek c¢ok gercek hayat
problemini cOzmekte kullanilan dinamik programlama, tamsayill
programlama vb. gibi optimizasyon tekniklerini oOdrenmeleri gereklidir.
Bu calismanin Onemi, atdlye tezgah optimizasyonundan, gezgin satici
problemine ¢ok degiskenli fonksiyonlarin optimizasyonundan nonlineer
sistemlerin optimizasyonuna kadar genis bir alanda kullanilan
Optimizasyon teknikleri ve tasnifini icermesidir.
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3.YONTEM (METHOD)

Bu calismada Optimizasyon teknikleri tek-¢cok degiskenli,
kisitli-kisitsiz, direkt-indirekt olmak {izere {i¢ ana baslik altinda
tasnif edilmistir. Bu calismada ele alinan Nelder - Mead ve Frank -
Wolfe metotlarini diJer optimizasyon metotlari icindeki vyerleri ve
O6nemleri agisindan ele alinmis ve bunlar genel siniflandirma ig¢inde

kisitsiz, kisitli, direkt (doJrudan arama = tlrevsiz) ve 1indirekt
(trevli = gradient) yontemlerini temsil ettigi 6rneklerle
aciklanmistir.

4 .0PTIMIZASYON PROBLEMININ OZELLIKLERI VE ¢OzZUM ASAMALARI
(PROPERTIES OF OPTIMIZATION PROBLEM AND STAGES OF SOLUTION)
Bir optimizasyon probleminin temel 6zelligi ig kategoriye
ayrilmasidir. Bunlar
e FEn az bir ama¢ fonksiyonunun optimize edilmesi
e FEsitlik kisitlara
e FEsitsizlik kisitlaridir
Yani genel bir optimizasyon problemi:
maksimum (minimum) £ (x)
gi(x)SO,(ZO) i=1, 2, weee ., m
veya
h;(x)=0 i=m+ 1, m+ 2, . , N
seklindedir.Bu tanim altinda ama¢ fonksiyonunun en iyi dederini veren
X:{xpxz, ........ xn)T
n - boyutlu ¢ézim vektdriine model vektdri de denir[3].
(1) ile ifade edilen genel problemde f(x) ama¢ fonksiyonunu, g“x)
esitsizlik kisitlari ve hﬂx) esitlik kisitlari temsil eder. n’in sifair

olmasi problemin kisitsiz olmasi, sifirdan farkli olmasi da problemin
ki1sitli olmasi anlamina gelir.

Genel bir optimizasyon probleminin ¢oziumu alta adimda
gerceklestirilir.
i. Islem analiz edilerek islem deJiskenlerinin biitiin bir listesi
cikarilar.
ii. Optimizasyon icin amag fonksiyonunu tanimlayacak kriter
belirlenir.
iid. Matematiksel ifadelerle kullanilabilir bir islem
gerceklestirilir.
iv. Problem c¢ok bluylikse;
a) Kontrol edilebilir ve modeli basitlestirilir.
b) Amac¢ fonksiyonu teknidi matematiksel ifadeye uygulanir.
V. Uygun optimizasyon teknidi matematiksel ifadeye uygulanir.
vi. Cevaplar kontrol edilir([3].

Bitlin optimizasyon problemlerinin ¢ozimi ic¢in etkili tek bir metot
olmadigindan optimizasyon metotlari optimizasyon problemlerinin farklzi
tiplerinin ¢ozimi ic¢in gelistirilmistir([5].

Amac¢  fonksiyonunun yorumlanmasi  konusunda kisitlarda ve (veya)
kisitsiz problemde yer alan dediskenlerin (karar dediskenleri) “en iyi
secmedeki kriter” programlamada ama¢ fonksiyonu olarak adlandirailir.
Pratikte ise kisitlarda ve amag¢ fonksiyonunda yer alacak degiskenlerin
(kit kaynaklarin) en iyi degerlerini bulmak olarak tanimlanabilir[3].
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5.0PTIMIZASYON METOTLARININ GENEL TASNIFi

(GENERAL CLASSIFICATION OF OPTIMIZATION METHODS)
Biitin optimizasyon problemlerinin ¢ozimi icin etkili tek bir metot
olmadidindan optimizasyon tekniklerini tek-cok degiskenli, kisitli-
kisitsiz, direkt-indirekt olmak {zere 1{i¢ ana baslik altinda tasnif
edebiliriz.

6.TASNIF (CLASSIFICATION)
Klasik Optimizasyon Metotlarai:
Lagrange Carpanlar Metodu, Jacobian (Kisitli Tidrevler) Metodu,
Karush-Kuhn- Tucker Metodu [5]
Statik Optimizasyon Metotlara
Bir Boyutlu Kisitsiz Optimizasyon Metotlari
Arama Metotlara
Fibonacchi Arama,Altin Oran Metodu,Ayrintili Arama Metodu
Catallasma Arama Metodu, Sinirsiz Arama Metodu, Karesel
Iinterpolasyon Metodu,Rastgele Arama Metodu [1, 5]
Gradient Metotlar
Newton Raphson ,Secant Metodu,Kibik Interpolasyon Metodu
Direkt Kok Metotlari
Ikiye Bdlme,Kirisler,Deneme ve Iterasyon Metodu [2]
Cok Boyutlu Kisitsiz Optimizasyon Metotlara
Arama Metotlara
Hooke ve Jeeves Metodu,Nelder ve Mead Metodu, Spendly, Hext
ve Himswort’un Simpleks Metodu,Kompleks Metodu, Izgara - Ag
Metodu, Déngiisel Koordinat Metodu,Rosenbrock Metodu
[1, 5],Genetik Algoritma
Gradient Metotlar
Davidon - Fletcher - Powell Metodu,En Dik Inis (Cikis)
(Egim) Metodu,Fletcher - Reeves Metodu,Smith Metodu,Newton
Metodu,Birlesik Dogrultuda Hareket Metodu [1, 3, 5]
Dinamik Optimizasyon Metotlari

Minimum Yol Problemi, Dinamik Programlama, Genel
Matematiksel Optimizasyon, Optimallik Ilkesi,Kesikli Karar
Modelleri, Dogrusal Olmayan Sturekli Modeller, Dinamik

Programlama ve Fonksiyonlarin Optimizasyonu
Kesikli Maksimum Ilkesi [3]
Cok Boyutlu Kisitli Optimizasyon Metotlar:
Yari Ilmikleme,Gradient Yansitma Metodu,Ceza ve Engel
Fonksiyon Metotlari,Ardisik Kisitsiz Optimizasyon Teknigi
(SUMT) , Frank Wolfe Algoritmasi [1, 3, 5],Genetik Algoritma
Ozel Programlama Tipleri
Karesel Programlama, Geometrik Programlama,Ayrilabilir
Programlama, Tamsayili Programlama, Tahmini Programlama,Amag
Programlama, Lineer Carpanlar Metodu [5]

7. OPTIMIZASYON TEKNIKLERININ SECIM SEBEPLERI

( SELECTED CAUSES OF OPTIMIZATION TECHNIQUES)

Bu c¢alismada ele alinan Nelder - Mead ve Frank - TWolfe
metotlarini dider optimizasyon metotlari ig¢indeki yerleri ve Onemleri
acisindan ele alindiginda denilebilir ki, bunlar genel siniflandirma
icinde kisitsiz, kisitli, direkt (doJrudan arama = tilirevsiz) ve
indirekt (tirevli = gradient) ydntemlerini temsil ederler.

7.1. Nelder ve Mead Metodu (Nelder and Mead Method)

Nelder ve Mead Metodu Spendly, Hext ve Himsworth’un simpleks
metodunun genisletilmis bir seklidir[1]. Bu metot adindan da
anlasilacadi gibi ¢ok degiskenli bir fonksiyonun optimizasyonunu
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bulmak ig¢in Nelder ve Mead tarafindan tasarlanmis bir simpleks
metodudur.
Bu metotta (n + 1) adet nokta, bir diizenli simpleks (basit wve diizenli)
olarak bilinen n-boyutlu Oklidyen uzayda karsilikli olarak konulur.
[12].
Iki boyutta bu metot {icgenin k&selerinde fonksiyon dederlerini
karsilastiran bir model arama metodudur. Iki degiskenli bir z=1(x,y)
fonksiyonunun minimizasyon durumunu gdzdniine aldigimizda, lc¢genin en
kot kosesinde (w = worst vertex) z=f(x,y) fonksiyonunun dederi en
buyuktur.
Bu nedenle, bu en koti kdse yeni bir nokta ile yer degistirir. Boylece
yeni bir {icgen elde etmis oluruz. Artik arama islemi bu yeni i{igcgen
icinde devam ettirilir ve boylece bu islem kOse nokta dederinde
fonksiyon deJerinin gittikcge klciildigu bir licgenler dizisine donlslr.
Islem iicgenlerin kiiciilerek bir noktaya yaklasmasi ile son bulur ki bu
nokta istenen minimum noktadir. Iki deJiskenli z=f(x,y) fonksiyonu icin
gelistirilen bu metot n-dediskenli £(X) = (X1 Xgperermens LX) fonksiyonuna
genellestirilebilir. Nelder ve Mead’in gelistirilmis oldugu bu metot
etkili ve hesap ac¢isindan kisadir.
Bu metotta simpleksin hareketi {i¢ temel islem (Reflection- Yansitma,
Expansion-Blylime-Genisleme) ve (Contraction-Blizlilme-Kisalma) ile
saglanir. Simdi bu islemleri safhalari ile ac¢iklayalim.
i) Baslangi¢ Uggeni BGW: (Initial Best Good Worst Triangle)

Min z=f(x,y) fonksiyonunu g&zoénine alalim. Bir ic¢genin verilen ug¢

kOsesi i1ile isleme baslayalim.

Vi = (Xp, Y evvenns e k=123
Sonra bu i¢ k&se noktanin herbirinde fonksiyon dederlerini bulalim ve
buna z, =f(x,,y,) (k = 1, 2, 3) diyelim. Bu degerleri de Dbuyuklik
sirasina godre z <z,<z, olacak sekilde siralayalim. Ucgenin kose
noktalarini;

B=(x,,¥1),.G=(X,,y,), W =(X3,y3) ile gbsterelim.Burada;

B = Best Vertex = En iyi kose nokta

G Good Vertex = Sonraki en iyi kose nokta

W Worst Vertex = En koti kose nokta olarak tanimlanabilir.
B noktasi maksimum durumunda fonksiyonda yerine kondugunda en buyik
fonksiyon de§erine sahip iken ayni nokta minimum durumunda ise en
ktictk fonksiyon dederine sahiptir.
iyi Kenarin Orta Noktasi:Iyi kenardan maksat iicgenin
B=(x;,y;)veG=(x,,y,) noktalarini birlestiren dodru parcasidir. Bu dogdru

parcasinin orta nokta koordinatlari da B=(x;,y;)veG=(x

,,¥,) noktalarinin

koordinatlarinin ortalamalari alinarak asadidaki sekilde bulunur.
M:B+G:[X1+X2’yl+y2]
2 2 2
R Noktasini Kullanarak Yansitma Islemi:
W noktasi 1le B noktasi arasindaki BGW 1UUg¢geninin kenari Dboyunca
hareket ettidimizde £f(x , y) fonksiyonu gittikge azalan bir grafik
¢izer. Benzer olarak W noktasindan G noktasina dodgru ig¢genin bu kenari
boyunca hareket ettigimizde f(x , y) fonksiyonu yine azalan bir grafik
cizer. Bu nedenle B ve G noktalarini birlestiren dodrunun karsi kenari
iizerinde W’ya uzak noktalarda f(x , y) fonksiyonu ¢ok kiucgik degerler
alir. Bunu test etmek ic¢in R noktasini BG kenarindan gegecek sekilde
yansitarak elde edebiliriz.
R noktasini belirleyebilmek ic¢cin ilk olarak BG kenarinin M noktasini
daha ©6nce tanimladigimiz gibi tespit ederiz. Ikinci olarak W ile M
noktalarini birlestirerek Dbir dogru elde ederiz. Bu dogrunun
uzunluguna d dersek, son olarak M noktasindan d uzunlugunda bir dogdru
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¢cizeriz wve Dbu doJrunun bittidi noktaya R deriz. BoOylece vyansima
islemini kullanarak R noktasini elde etmis oluruz (Sekil.l).
1R

W

Sekil.l.Yansima islemini kullanarak R noktasinin bulunmasi
Figure.l.l.Finding the R point using Reflection Process

Sekilden de gdriilecedi gibi R noktasinin vektdrel notasyonu;
R=M+ (M - W) =2M - W seklindedir.
Genisleme Islemini Kullanarak E noktasini Elde Etmek:
Eger R’deki fonksiyon dederi W’deki fonksiyon dederinden daha kiiciikse
yvani f(R)<f(W) ise minimuma dodru bir yodnde hareket ederiz. R noktasi

minimum noktaya uzak olabilir. Bu nedenle M noktasindan R noktasina
olan dogruyu R noktasindan ayni d uzunludunda genislettigimizde bitim
noktasi E’yi elde ederiz.

Boylece Dbiz BGW ftg¢geninden genisleme islemi 1ile BGE {i¢cgenini elde
ederiz. (Sekil.2)

W

Sekil.2. Genisleme islemi ile BGE {icgenini elde edilmesi
Figure.2. Obtaining the triangle BGE with the Expansion Process

Eger E noktasindaki fonksiyon dederi R noktasindaki fonksiyon
dederinden daha kiicik ise vyani f(E) < f(R) ise, R’den daha iyi bir
kose bulmus oluruz.Genisleme islemi ile elde ettigimiz (Sekil.2)’daki
E noktasina ait vektor formiilasyonu;

E=R+ (R- M) = 2R - M'dir.
Daraltma (Biiziilme) Islemini Kullanarak C noktasinin Elde Edilmesi:
Eger R noktasindaki fonksiyon dederi W noktasindaki fonksiyon degeri
ile ayni ise yani,

f(R) = £(W) ise, baska bir nokta test edilmek zorundadir. Fonksiyon M
noktasinda kiicik olabilir fakat biz M ile W’'yi yeniden yazamayiz c¢lunki
yeni bir {g¢gen elde etmek =zorundayiz. WM ve MR dodgrularinin orta
noktalarina sirasiyla Cl ve C2 dersek yeni ic¢genimiz BGC olur. Burada
BGCl1 veya BGC2 olmasi 1iki boyutlu durumunda fark etmez. Fakat c¢ok
boyutlu durumda fark eder (Sekil.3).
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Sekil.3. Cl ve C2 orta noktalari ile BGE iUg¢geninin elde edilmesi
Figure.3. Obtaining the triangle BGE with the Cl and C2 midpoints

Ucgenin B noktasina Dodru Daraltilmasi:

Eer C noktasindaki fonksiyon dederi W noktasindaki fonksiyon
degerinden daha kicik dedilse yani f(C)<f(W) 1ise G ve W noktalari B
noktasina dodru daraltilmak zorundadir. (Sekil.4) Bu daraltma islemini
ilk adimda G noktasi yerine BG dogrusunun orta noktasi olan M noktasi
ve W noktasi yerine BW dogrusunun orta noktasi olan S noktasi alinir.
Sonraki ardisik islem adimlari B noktasina dodru hep orta noktalar
alinarak devam ettirilir. Islem B noktasi elde edildidinde son bulur.
(Sekil.4)

R

w G
Sekil.4. B noktasina dodgru daraltma islemi
Figure.4.Contraction Process towards to the B point

Her bir adim ig¢in mantiksal kararlar:Yukarida aciklanan her Dbir
adimda yeni bir koése bulunur ve bu W ile dedistirilir. Bunu bir
algoritma olarak su sekilde aciklayabiliriz.
f(R)<f(G) ise Safha - 1
f(R)<f(G) ise Safha - 2 dizenlenir.
Safha 1: Yansima veya Genisleme
f(B)<f(R)= W yerine R alinir.
f(B)<f(R)= E ve f(E) hesaplanir.
f(E)<f(B)= W yerine E alinir.
f(E)<f(R)=> W yerine R alinir.
Safha 2: Biiziilme veya Daralma
f(R)<f(W)= W yerine R alinir.
~_W+M
2
f(C)<f(W)= W yerine C alinir.
f(C)<f(W)= S yerine £f(S) hesaplanir.
W yerine S ve G yerine M alinir(12).

Sonra alinir ve f£(C) hesaplanir.

Ikxi Boyutlu Ornek Problem ig¢in Nelder - Mead Metodunun program ¢iktisi
Degisken Sayisi )

Iterasyon Sayisi : 15
[1]. Min [2]. Max : 1
Amac¢ Fonksiyon : x + xy® - 3xy

Vektdr Elemanlarlan
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1. Vektdr Elemanlarai : (0.0000, 0.0000)
2. Vektor Elemanlarzi : (2.0000, 0.0000)
3. Vektor Elemanlari : (2.0000, 1.0000)
k [B(Xyx, Vi) G (Xx , ¥Yx) W (Xy, Yx) F (X, Vi)

.0000,1.0000

2 2.0000,0.5000
1.0000,0.5000

1

1

1.5000,0.5000

.0000,0.5000
.5000,0.7500

0.00000000000
-0.75000000000

.5000,0.7500 1.5000,0.6250 .2500,0.6250 -0.84375000000
.2500,0.6250 1.5000,0.7500 .1250,0.8125 -0.87890625000
.1250,0.8125)|(1.2500,0.6250) |(1.3438,0.7344) -0.97119140625
(1.1250,0.8125)((1.3438,0.7344) |[(1.2188,0.9219) -0.97119140625
1.1250,0.8125 1.2188,0.9219 0.8281,1.1328 -0.97119140625
0.8281,1.1328 0.9766,0.9727 1.0234,1.0273 -0.97475528717

—_~ o~~~

® J o g W N R
[

9 0.9766,0.9727 1.0234,1.0273 0.9141,1.0664 -0.99809467793
10 [{(0.9766,0.9727 1.0234,1.0273 0.9570,1.0332 -0.99809467793
11 {(0.9570,1.0332)((0.9668,1.0029) [(0.9902,1.0303) -0.99846400321
12 1(0.9902,1.0303)((0.9668,1.0029) |(1.0215,0.9834) -0.99928985350
13{(1.0215,0.9834)((1.0059,1.0068) [(0.9941,0.9932) -0.99962122552
141(0.9941,0.9932)((1.0000,1.0000) |(1.0078,0.9883) -0.99987939186
151(1.0000,1.0000)((1.0039,0.9941) |(0.9971,0.9966) -1.00000000000

7.2. Frank - Wolfe Metodu(Frank - Wolfe Method)

Kisitli fonksiyonlari gradient yontemi ile dodrusal forma sokup
dogrusal programlama ile c¢ozimtine hazirlik yapar. Dodrusal olmayan
ama¢ fonksiyonu ve dogrusal kisitli problemi gradient yontemi ile
dogrusallastirma islemini yuritir. En sik kullanilan karesel
programlama i¢in ideal bir ydntemdir.

Bu algoritma bir amag¢ fonksiyonunun dodrusal kisitlar altindaki
optimizasyonunu inceler.
Amac¢ optimize f (x)
Kisitlar Ax<b
x>0

Verilen olurlu ¢o6zim X iken f(x) ama¢ fonksiyonu icin dogrusal bir

yaklasim f(x) fonksiyonunu X =X civarinda birinci mertebeden Taylor
serisine acgcmakla elde edilir. Buna gdre;

fo =1y 1y 2

j=1 j

(x;-x 1) = f(x)+ VFx) (x-x)

f(x) ve Vf(x).x degerleri sabit dederler oldugundan yeni amac
fonksiyonumuz;
fx) =f(x )+ Vx).x-Vfx).x
f(x) §Y7ﬂxd.x+c seklindedir.
Bu son ifadeyi;
g@):i7ﬂxj_x yazarsak bu bir dodrusal programlama problemine

donlislir ve optimal ¢o6zim simpleks metot veya grafik ¢ozimden elde
edilebilir.
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Bu c¢ozume X;p diyelim. Dogrusal ama¢ fonksiyonu x’den x,;, arasindaki
dodru parcasi boyunca bir hareket gibi zorunlu olarak muntazaman
artar.

Frank -Wolfe algoritmasina ait islem adimlari asagidaki gibidir.

Baslangi¢ Adimi: Bir baslangic¢ olurlu ¢ozimd bulabilmek icin dogrusal

programlama islemi uygulanarak bu asikar ¢oézim x@ bulunur.
k =1 yvazilir.
Ardisik Adimlar:

1.Adam: j =1, 2, 3, ... , n icin x =x®Dge
A (X) degerlendirilir ve .. of(x) ifadesi yazilir.
an = axj

2. Adim: Asadidaki doJrusal programlama problemine ait xLP&)optimal

cOzUmi bulunur.

n

Maksimum g(x) = .
> e
i=t

Kisitlar Ax<b,x=>0
3. Adim: 0<t<]1 arasindaki t deJiskeni icin;

X:X&_D+tpﬁy—x&_b_

icin h(t) = f(x) ifadesi olusturulur. Bundan sonra problemimiz 0<t<1
icin h(t) ifadesini maksimize etmeye donlslir ki bu bir boyutlu arama
islemi ile ¢ok kolay basarilabilir. Buradan bulunan t* dederi (1)
ifadesinde yerine konarak yeni asikar ¢6zim elde edilir. Daha sonra
son adima gecilir.

Son Adim: Eger x® jle xkDarasindaki fark istenilen hassasiyete
ulastiginda aranilan optimal ¢dzUim XGO olarak alinir. Bir Dbaska
deyisle k = k + 1 alinarak ardisik adimlara geri donilir.

Frank - Wolfe Algoritmasi ile ¢6ziilen O&rneklerin genelinde karsimiza

su Onemli sonu¢ c¢ikar. Asikar c¢ozimler 1iki veya daha fazla yoringe
tizerinde degisirler. Bu ¢ozimler yoériingeler Uzerinde degdistiginde, bu
yoringelerin kesistigi yaklasik noktanin tahmini optimal ¢dzim olacadi
aciktir. Bu tahmin son asikar c¢ozlimden daha iyidir. Bunun sebebi
asikar c¢cozimlerin optimal c¢ozime dodru ¢ok yavas yakinsamasi ve bundan
dolayil optimal ¢ozimden uzak olmalaridir. Frank-wolfe algoritmasinin
nasil uygulandigi gostermek igin asagidaki dogrusal kisitla
optimizasyon problemini gdz oniine alalim.

Maksimum f (x)= 32 xl—xl4+8x2—x22

Kisitlar
3 x,+ x, < 7
X;- x,< 1 ve x, 20 X, 20

Bu problemin dogrusal kisitlarina gdre elde edilen uygun bdlge
Sekil.5’ deki gibidir.
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X

7“

> 3x,+x,=7

2.4

2.1)

— - X, =
X,-X,=1

1 1

Sekil.5.Problemin uygun bdlgesi
Figure.5.Feasible region of the problem.

. . 4 2
Kisitlar g6z oOnine alinmaksizin kisitsiz f(x) = 32 x,-x; +8x,-%X,

fonksiyonun —maksimumu kismi tiirevler alinip sifira esitlenerek
(xy, X,) = (2,4) olarak kolayca bulunabilir. Fakat kisitli maksimumu

bir baslangic¢ asikar ¢éztme ihtiyacimiz olacaktir. Bu baslangic¢ asikar

¢bézuimi (x,, x,) = (0,0) olarak alalim. Kismi tiurevleri alip bu noktada
degerlendirirsek;
Y- 30- x, =4 (0,0) =32 - 4(0)°= 32
dx, dx,
4 - g- 2x, =>4 (0,0) =8 - 2 (0) =8  olarak bulunur.
dx, dx,

Bu gore yeni amac¢ fonksiyonumuz bir dodrusal yaklasim olarak ;
g(x)= 32 x,+8x, dir.Buna gdre yeni problemimiz;
Max g(x)= 32 x,+8 x,

Kisitlar 3x;+ x, <7

X;- x,< 1 ve x, 20 ; x,20 olarak tekrar vyazilir.Bu
problemin orijinal kisitlarla c¢ézumi (x,;, x,) = (2,1) noktasini
¢cozlim olarak kabul eder. (Sekil.o)

A x

2
7

x

1

Sekil.6. Problemin orijinal kisitlarla c¢cozimi
Figure.6.Solution of problem with the original constraints

Boylece; g(2,1)= 32 (2) + 8 (1) = 72 olur.Bu da (2,1) noktasina yakin
olmadidindan iyi bir yaklasim degdildir.

Bu nedenle; (0,0) ve (2,1)noktalarini birlestiren dodru parcasi
lizerinde f(x) ‘i en buyuk yapan X = (x;, X,) noktasi yeniden
hesaplanir.
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£f(2,1) = 55 iken g(2,1) = 72 dir. Bu deger (2,1) deki yaklasimdan
iyi bir yaklasim degildir. (0,0) ve (2,1) noktalari arasindaki dodrunun
denklemi;

(0,0) + t [ (2,1) - (0,0) 1 = (2t,t) (05 + < 1)

Buna gore;

x,=2t , x,= t olarak alinip f(x)’de yerine yazilirsa t’ye bagli bir

h(t) fonksiyonu elde edilir.

£ (x,, x,)= £ (2t, t) = h(t) = 32(2t) - (26) *+ 8t + t°
h(t) = 72t - t>- 164 t* ( 0<t<1)
t’ye bagli h(t) fonksiyonuna bir boyutlu arama islemi uygulaniyorsa;
df 2,1) =32 -4 (2)°=0
dx,
jﬂ;(2,l) =8 -2 (1) = 6 ve yeni problemimiz;
dx,
g(x) = 0. x;+ 6. x,

Kisitlar 3x;+ x, <7

X;- x,< 1 iken ¢ézim ( x,, x, ) = ( 0,7 ) dir.
9,7 = 42 , £Q7 = 7
Simdi (2,1) ve (0,7) noktalari arasindaki dodru bulunur.
(2,1) + £t [ (0,7) = (2,1) 1 = ( 2-2t , 1+ 6t ) (0 + < 1)
h(t) = £( 2-2t , 146t ) = 55 + 36t - 132 t° + 64 t° - 16t°

h(t) ' yi maksimum yapan t degeri;
t = 0.1524 diir.Buna gore, ( x,, x,) =(2-2 t , 146 t ) = ( 1.695,1.914 )
yeni asikar ¢ozimdlr.Yine benzer islemleri bu son asikar c¢ozimimiz

i¢in uygulayalim.

f(x)= 32 xl—x14+8x2—x22iken
— 4 (1.695,1.914) = 32 - 4(1.695) > = 12,52
dx,
=4 (1.695,1.914) = 8 - 2 (1.914) = 4,17 belirlenir ve
dx,
yeni amac¢ fonksiyonumuz;g(x) = 12.52 x,; + 4.17 x, olur.
Bu yeni amag¢ fonksiyonu ile orijinal kisitli problemimizi yukaridaki
gibi ¢ozduglimizde yeni asikar c¢dzum (xy , x,) = ( 1.695 , 1.914 )

olarak bulunur. (Sekil.7)

now o> a0 N

1. 625.1.214>

<2.1>

i

1 2 3

Sekil.7. Problemin yeni asikar ¢&zimi
Figure.7.New obvious solution of the problem
Ikxi Boyutlu Ornek Problem ig¢in Frank - Wolfe Metodunun program ¢iktisi
Degisken sayisi : 2
Kisitlarin sayisi : 2
Max Z= 0.01x; + 0x»,
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Kisitlar

1x, + 3x, £ 8

5x1 + 2x, < 14

Frank - Wolfe Algoritmasi

Baslangi¢ Asikar Cozim: ( 0.25, 0.25).
f(x) = dx, + 6%, — le - 2x,°
df/dx; = 4 - 3%/
df/dx,= 6-4x%,

k [x & C c, x;;’ t* %X

1 (0.25,0.25) 3.813|5 (2,2) 0.587 (1.277, 1.277)
2 (1.277,1.277) |-0.89(0.892 (0,2.667) 0.122 (1.121, 1.447)
3 (1.121,1.447) |0.229(0.214 (2,2) 0.049 (1.164, 1.474)
4 (1.164,1.474) |-0.07(0.105 (0,2.667) 0.013 (1.149, 1.49)
5 (1.149, 1.49) |0.041(0.042 (2,2) 0.009 (1.156, 1.494)
6 (1.156,1.494) |-0.01(0.024 (0, 2.667) |0.003 (1.153, 1.497)
7 (1.153,1.497) |0.009(0.011 (2,2) 0.003 (1.156, 1.498)
8 (1.156,1.498) |-0.01(0.006 (0, 2.667) |0.001 (1.154, 1.5)

9 (1.154,1.5) 0.004]0 (2.8, 0) 0 (1.155, 1.5)
10 ((1.155,1.5) 0.001]0.002 (2,2) 0 (1.155, 1.5)

Sonu¢ Cozum: (1.1545, 1.4996).

7. SECILEN TEKNIKLERIN KARSILASTIRMALI GENEL YORUMU

(COMPARISON OF SELECTED TECHNIQUES FOR COMMENTS)

Nelder - Mead Medodu c¢ok degiskenli kisitsiz fonksiyonlarin

optimizasyonunu bulan tirev kullanmayan (direkt) bir arama
islemidir.Nelder - Mead tarafindan gelistirilen metot bir simpleks
metodudur ve c¢ok dediskenli kisitsiz fonksiyonlarin optimizasyonunu
bulmakta oldukca etkilidir. Tki  boyutta simpleks bir {ig¢gen
oldugundan, ilk Ug¢genin i¢ kodse noktasi baslangic¢ vektdrler alinarak
isleme baslanir.
Bu ko&se noktalarda maksimum problem ig¢in en biyik, minimum problem
icin en kicik fonksiyon de§erine sahip noktaya Best Vertex (En iyi
kose nokta ), sonraki en iyi noktaya Good Vertex ( Sonraki en iyi kOse
nokta ) ve maksimum problemlerde en kiictik, minimum problemlerde en
biytik fonksiyon dederine sahip noktaya da Worst Vertex (En kotidi kose
nokta ) denir. Bu 1islem her iterasyonda tekrarlanarak 1iki boyutlu
problemlerde l¢genlerin bir dizisi ile optimum ¢ozime yaklasilir. B,
G ve W ile isimlendirdigimiz {c¢genin bu kdse noktalari birbirlerine
esit olan nokta aranilan optimum noktadir.

Frank-Wolfe Algoritmasinin genel karakteristigi dogrusal kisitli ,
dogrusal ama¢ fonksiyonu olan Dbir dodrusal programlama problemine
déniismesi . dider Onemli Dbir karakteristigi ise iterasyonlarain

optimum ¢ozlime dodru iki farkli ydnden yaklasmasidir.
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